- AN bl i R . e b e T

P T
L L I R PR

' .
. L .
i Tt T I A, e i et L,

SHIP DESIGN AND RESEARCH CE
LIEHTP CYAOCTPOUTEABLHOW! TEXHUKIA

A T Py S Py T o et Ty — e D% TR i s T T Y RO o ol T

LI e e S o e 2 Ao PR a7 - T o MM pvenat =t R P e

[P . e e = a
et - nr e g — o b e Sl 1 s S B R e - e '&%?.a!""r'

T el ] bl L it

L YL

e e R T o . R T T

. KONIECZNY

B-002 WYTRZYMALOSC OGOLNA KADLUBA
7. UNZGLEDNIENIEM SPRZEZENIA SKRECANIA 1 ZGINANIA POPRZECZNEGO

A i | e By B i T ot T T e Py Te R

GCGODANSK




CENTRUM TECHNIKI OKRETOWEJ

OSRODEK MECHANIKI KONSTRUKC JI OKRETU

B - 002

WYTRZYMALOSC OGOLNA KADLUBA -~
Z UNZGLEDNIENIEM SPRZEZENIA SKRECANIA I ZGINANIA POPRZECZNEGO

PODSTAWY TEORETYCZNE

dr inz. L. Konieczny

Symbole klasyfikacji wg BKD: 31032:31034:31025:30115

GDANSK, LISTOPAD 1978



STRESZCZENIE

Praca zawiera algorytm obliczed wytrzymatosci ogdlnej kadtuba statlu z uwzglednie=
niem sprzgzenia skrgcania i zginania poprzecznego. Algorytm ten bazuje na teorii belek
cienkodciennych 1 metodzis macierzy przejdcia. W macierzach przejscia przez przekréi wy-
stgpujs cztony kinematyczane i statyezne uwzgledniajace sprzezenie skrecania 1 zginania
poprzecwnego, Teorig prgldw clankoécilennych o przekroju octwartym i zamknietym przedsta-

1

wiono we wapéczesnym ujeclu Kollbrunnera-Hajdina. Oryginalnym wk¥adem autora jest wy-
prowadzenie odpowiednich zaleZznosci dla dowolnego bileguna P, co byYo niezbedne dla ana-
lizy sprzgzenia skrecania i1 zginania poprzecznego. Ponadto pocdano maclerze przejsdcia

z uwzglednieniem dodatkowej deplanacji przekrojdw zamknigtych od wtdérnych naprezen
stycznych. Catki szeczegdlne rdwnan réiniczkowych skrecania i zginania elementu kadXuba

statlu obliczane sg dla ogdlnezo przypadin obciazedl /obecigZenie trapezowe przytozone
w dowolnym miejscu na diungodci elementu kadXuba/,

A SHIP HULL LORGITUDINAL STRENGTH WITH THE INTERACTION
BETWEEN TORSION AND HCRIZONTAL BENDIRG

An algorithm of ship lengitudinal strength calculation is given with the inter-
action between torsion and horizontal bending taken into account. The algorithm is hased
on the theory of thin walled beams and the transfer matrix approach. The cross section
transfer matrices contain kinematic and static elements responsihble for the interaction.
The theory of thin walled beams /with open and closed cross sections/ according to the
Kollbrunner and Hsjdin- formulation, is reviewed. Original formlae to tazke the inter~
action between torsion and horizontal bending into account have been worked out by the
author fur an arbitrary pole P. Finally transfer matrices are presented with additional
warping due tc warping shear stresses. Particular integrals of differential equations
of hull torsion and bending have been found for the most general load /trapezoidal
distribution of load acting on any part of hull element/.

OBEAfAl TPOYHOCTE CYZLOBOT'O KOPNIYCA C YURTOM CONPAXEHUA
MERLY KPYYEHUEM U TOPUSOHTAJNBHEM W3IUMEBCH

JTa padoTa COZEepHUT alTOPUTH pacUETOB o0uel NPOYHOCTH CYAOBOTO KOpNyca C yUuSTOM
CONPAXCHEA MEXzy KpydYeHueM U TOPU3OHTANRHLM U3TAGO0M. DTom AalITOpPUTM OCHOBAH HA TeOpUH
TORKOCTCHHHX CTEPXHEW M METOZE MATPUI NMpoxozia. B maTpunax [(POXOKa Uepes CEeYEeHUEe BHC~-
TyOanT KMHEMATMYECKUE 1 CTAaTUYECKUE YJNIeHH, YYUTHBAWHME CONDAKEHUS MEXZY KpYyUYeHUEM U
TOP3OHTANBHEM N3TUOOM.

Teopusi TOHKOCTEHHHX CTepxHEH C OTKDHTHM ¥ 38KDHTHM CEUYECHUEM NpPeNCcTaBlIeHa B CO-
BDEMEHHOU padoTe HonnbpwhHepa-XailzuHa. OpUIVHATBHLM BKIAIOM aBTOpa ABIRETCA BHBEIE-
Hileé COOTBETCTBYWUMUX 32BUCHMOCTe!l AMA NPOM3BONLHOTO MONkCa P, 4T0 OHJO HEOGXOZMMO
AJIA QHAJIN3a CONPAXEHNA MEXAY KDYYEHNEM U TOPU3OHTANLHHM KM3THGOM. KpoMe TOro mpercra-
BIIEHO MATDpUIE NPOX0Za C YUYETOM 7006aBOYHON AENNAHEU MY 38KDPHTHX CEUEHUE OT KacaTeBHEX
HANDAXEHN BTOPOTO poza. YaCTHHE pelleHUA V(e peHINalsHHX YPABHEHUA KDPYUYEHUA ¥ U3TU-
0& 3NEMEHTA CYZOBOI'0 KOPNYCa DACUMTHBANTCH IJIf o0wero crydyas Harpyaok (Tpaneueunans-
HUH HArpy3Ka NpUIIOKEHHAA B [TPOU3BOJBLHOM MECTE N0 ZINKHE 3JEMEHTA KOpIiyca),
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Woprivesie projeikiowanis konmstruioji ked¥uba abaotio wytrzymaiozé ogdlna
Lo doliokhozas sprawdzana giéwnie dia przypadku zgivania w prasazczysinle nlonoe—
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:nie od zginenia w praszezyinie

proencwsl, DYV wyionvwane Wyiko dia stisldw otwart cycl, takieh lak kéntenﬂrowce&
02007 nohod oblicoen obclgZed /np. motedy obliczod cilsnien hydredynanicge

nyci w cpaociu o teorie  paskéw/ proyesynid ate do uwdoskonalenia metedy obli-

. - - 2 e — .- .. . "!}__,, .," . ) il 3 o + o~ . + . e . -! '? - ] ] o
then Vilrorundesci ogdinel z PovnoaLninyn uwzZlednlenion skrecania § “Zinania

[

@ paeszesyinis poniomed. Prakiyczne roswiszanie teno problemu utrudnis sckomplie

Loveny kootstrt kadzuba /ﬁwiaszcﬂa zniennosé ksztaltu w erunku wzdXuinva/.
p : K ToAm e oy o “'1.. 3 -i‘;,u' ey ST R L W ' -'-"'!r : LAY - oy B 4
caSlondniaie metody elementdw skoXezonyeh AIES/ uncclivlia ugzyskonic prafe

vyeunis dolicdnego rozwiazeania, wisZe gle jednak z dud
Vaw, mio ey wige przydatne na wotepnynm eTapie projeittowania gonsstruleii. Rozw
Lolna arternoiyva sa metody przyosilzonyeh obliczed o oparte na teorii boslek cisn-
kodeionnych, Zacstosowenie ted metedy rociega jedneXk za 30bg koniscznodd dok¥ad
nege onwakonila szesegu zagodnied. Nale 2y do nlich uweglodnlenie zmiepnodetl
prackroiu vellti clenkod clenned 1 nieciaz¥odei kon wirukeyinych /np. na styiu
czgsel otwarted L zamkni¢te] kxadZuba/. Xonieczne Jeat réwvmiez uwzglednienie
spragzenia zginanila poprzecznego i skrgcania, poniewas Srodki Seinania Praelroe
J8w kadIuba nis leza na Jedned prostej. Sporo ktopotdw nastrecza obliczanie
zharaliterystyk przekrojéw /np. staXe] skrecania, efektywnego pola dcinania 1td./
za wzgledu na skomplikowane keztaXty przelroidéw kadluba.

Istnioje wiele publikacji na tewmat wyt zymaXo$ci kontenerowcdw na skre c o~

nig, w ktérych autorzy prébowali praxiyeznie rozwiczad niektdre z przedstawio=

nych powyzej problemdw. Wspélna cechy tych prac Jjegt to, Ze obliczenia skr¢ca-
nia traktuje sie jako nlezalezny problom, brzy czym pomlja sie¢ sprzeienie zgi-
nania poprzecznego i skrq¢cania, wynikajgce ze zmiennosci przekroju poprzecznego
kadiuba, W te} gruple prac wymienid nalezy przede wszystkim prace Hasluma-Tonne-

sena [4]. Wychodzac z rdwnania rézniczkowego skrecania preta clenkosciennego

ftraktowanego Jako niezaleZne od zginania/ w oparciu o metode maclerzy prze jscia,
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v ouwrgsednienisr znionnofcl przekroju kadZuba 1 mozliwyeh nizscizglosci konotimke
sy Juyeh, sigorytm ten znajdujs szerokie zastosowanle w okrgtownictwie Jw dal-

.z 80y pracy bedszie nazywany metodg konwencjonaing/. DekYadnis jsze oblicze-~

ﬁﬂ
|
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it
ed
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nia Jorerw utyeiu MET S ndkzstaeen L napreZseid w kadiublie kontensroweca pod obeig=

fenisn skreeoalyleys #roesaty Jjednak, %2 metoda kohwenﬁjonalna nie zapawnia po-

trrebnn ) doktadnoesci obliczen /w szezegdlnosel jezell chodzl o odkeztalcenia
zedel dzictowed pray obeiazeniu ckrgcajscym/. Nawet, gdy przekroje poprzeczne

w czgicl dzicbowe] nle uliegajg deplanacii, caXa czgsé dziobowa ulega przemiesye

o

snln w Xieruniu poprzecunym, a odksztakcony kadiuv przypomina przy skrecaniu
netnalacsge weda /snaking/. Obaserwacje te doprowadziXy nawet do wnioskdw PGdW&@
pajzoyet mozliwodd zastosowanla teoril pretdéw cienkosclennych do obliczen skre=
cania kadilIubdw okretowych. RozbileZnosci wynikéw obliczerl wystepujace w metodzie
ronwencjonalnej 1 MDS mezna wyjasénié, wiasdnle w oparciu o teorig bele ek clenko-
deiennvaeli,. Matoda kanwencjunalna traktuje bowiem skiecanie jako niszaleine od
zzinenia, co Jast sinszne tylko dla preta o staiym przekroju. W kontenerowcach,
jok wisdomo nia majs w ogdle wstawkl cylindryeznej, wystepuje silne sprze~
senie zoinzania poprzocznego 1 skrecania. Nawet w przypadku brakn momentdw gginae
jecyen nojowiaja sie dodatkowe przemieszcezenla poprzeczne 1 wzdfulZne, charakiew-
ryatrorne dia sginunia poprzaecznege, €0 wystepuje w omawianych powyzge) wynikach
nhliczer HMES [5] . |
JradZa japonskie [6] podajae algorytm cbliczed wytrzymaiosel ogdlae]

r uwzglednisnien sprzosenia skrgcania 1 zginania poprzecznege. Algorytz tern rdwe
cles oplera sie na tesorii belek cienkoscilennych i metodzie wmaclierzy przejscla,
W macierzach przelscia przez przekrd) wystepuja jednak ¢ziony kinematyezne
3. ﬁtatyﬂgnéﬁ uwzgledniajace sprzeZenie skrgcania 1 zginania poprzecznego. Wyni-

i obliczerd przemieszezerl i naprefed w kadiubie zgadzajs sle z wynikami badan .
dodwiadezalnych dla modelu kontenerowca bez watawkl cylindryczne] w przypadku,
zdy pokrad skrajnikdw i siYowni traktowano w obliczenlach jako przewiszki
LODTZECINe,

¥ pierwszych trzech rozdziaktach ninlejsze] pracy przedstawiono teorie pre-

t4w clienkoSciennych we wspd¥ezesnym ujscin Kollbrunnerasﬂajdina,[1], [é]a Ory=-
ginainyn wktadem autnra jest wyprowadzenie odpowiednich réwnan dla dowolnego
ro¥ozgnia bleguna P /w cytowanych publikacjach odpowiednie zaleznosci podane sy
tylke dla drodka $cinania D/, Tam, gdzie to byro mo2liwe, poréwnano wyniki z mo-

nogratis ¥Xasowa [3]. Ogélne sformutowanie teorii pretdéw cienkoscisnnych byio
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el sspzointis prebdw o przekrojuw mamknietym /przedstawionej w rozdzisle 3/

caslast tenrid przedelawvlions] w rozdziale 2, ktdéra stanowi podstawe algoryimu

"

izpotukie) [6]. Zmiana ta pozwoli zwickszyl dokTadnosé obliczedl w praye

-
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X
¥
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petini, gdy pokiad traktowany jest jake element zamykajacy przekro] /w tym przy-
padiy 2lgoyyitm Japoiski nie zapewnial wystarczajgce]j dokzadnosSci obliczed,

W ;Eﬂﬁﬁﬁbﬁwj JETARREAN 4 G&%hi_ﬁchEgéln@ réownan réZniczkowych skrecania 1 zginania
aiﬁmﬂnﬁu radzuba sy obliczane dla ogdlnego przypadku obcigZenia kadiuba /obeig-
Zenla f“@*gamﬁa preyiozone w dowelnym miejscu na diugodci elementu kadzudba/,
rozwale te na wykenywanie obliczerd dla dowolnyeh ocbecigZenl przy dowolnym podzia~
io kadiuba na elementy.,

rengotaje 4o cpracowania algorytm obliczerd naprezZer i odkszialeed w kadlubis

na fali regularne] o zadanych parametrach oraz algoryitn obliczed krdtkoteriing-
wel L ddugoterminowe] prognozy odzewu kadiuba w warunkach niersgularnegoe falo-

wzpla morskiego dla zadanego akwenu ptywania.
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WYKAZ SYMBOLI

cdliagtesé od powlerzebni drodkowej w kierunku normalnym
2dlopInéc stycszned do linii Srodkowej prefilu od osi exrecania
odlezosé nermalne do 1inil érodkbwej profilu od osi skrecania
d¥ugosd ﬁrata

intensywnosdé zewnetrzaege momentu skrecajacego wizgledem ér&dka
D écinanla przekroju

intenasywnosé zewnetrznych momentdw zginajaeych

intensywnosé zewnetirznego bimomentu

normalna do powilerzehni Srodkowe] profilu |
intensywnodé cbeigtenl gewnetrznych roztozonych wzdiuz linii
intensywnoesd powlerzchniowych obeclgsenl zewnetrznych

DromLen

wspd¥rrzedna krzywolinliowa powilerzchni srodkowe ]

zrubodd Sclenki

ptycezna do linii srodlkowe] profilu

przemieszczenie w kierunku normalnym do powierzchni grodkowe 3
przemieszezenie w kierunku atyecznym do powlerzchnil Srodkowe]
przemierzczenle w kierunku 031 preta

wSpdtrzedne kartezjaﬁakie w ptraszczyznie przekroju w kierun-

kach gidwnych osi bezwiadnodci

wepdtrzedna w kierunku osi preta

éradek“ciQ2koéci przekroiju

srodek scinania przekroju

moduz sprezystosci

powlerzchnia przekroju

powlerzchnia odclete]] cZ¢§ci przekroju

wodut odksztafcenia postaciowego

moment bezwXadnosci wzgledem osi y

moment bezwXadnosdci wzgledem osi x



Xy

) § w"dF < wyeinkKowy moment bezwXadnosci dla dowolneso bie na F

WS - - & Zu
f =

: 2 g o w a4 ¥ - f-, £ o tu

1§ 09 rj $dE ~ Wycinxowy mement begwiaduvcdei dla unormowanych wepdtrzednych
£

WrCInkowych
lups|opxdF ~ wycinkowy moment dewlacyiny

Iy “Finde - W}?cinkowy momant dewiacyjny

K - thata sXrecania
Mx =[@xdF -~ momant zginajacy w ptaszczyinie x -

Hy = f 6ydF ~ moment zginajqey w piaszczyinie y, z
7

p— . b ' A &
”52 -‘j’;b'.?dF 1§0reft

Mo ~ zewnetrzny bimoment skupiony
N - Sifa podtulns
0 = punkt zerowy na linii Srodkowe] profilu /punkt poczatkowy dla

wspotrzedned S /

Qx ’ qy - giiy pepriesgene dziﬂajqce w kiermunku x i L
Q. , Q'H - zowneirzne sily skupione dziaajsce w kierunku x i ’

swP wh Sq - wycinkowe momenty statyczne
S p = L) ar
{0 ]F' 2

S:_:}? - j dF = 0

r

g; , gy ~ momenty siatyczre cdcieted czedel F przekro ju
S, :deF ; ”s”y :/ﬁde
%}2 | - wycinkowy moment statyc;ny cdciete] czedel F przekroiu
S, = v[_ LdF
T - moment skrecajgcy
? - skupiony moment skrecajacy zawnetrzny
Te - moment skrecajacy od ¢zystego skrecania
720?' To - gi¢ino-skrg¢tny moment skrecajacy
o - It
'ﬁs -~ odksztaltcenie postaciowe

E, . &, € - odksztatcenia liniowe
v} | - napresenia normalne
T, | T s T - napr¢Zenia styczne



qH=iTN }
g, = (tTw),

-

. I-rn

e 3.

ket skrecenia proekroju preta
Jednostkowy kat skrecenla
wspoirzedna wycinkowa wzgledem dowolnego punktu P

unormowana wspoirzedna wyecinkowa

- girumnien naprezen stycsznych

strumierie wtérnych naprezed stycznych dla przekroju zaminie-

tego
wapdtezynnik deplanacji'przekroju

pole powierzchni zawarte wowngtrz linii Srodkowej profilu

zamknie tego

wspdtezynnik uwzgledniajacy wplyw naprezen T, na deplanacje

biegunowy moment bezwiadnodel

diugosé elementu kadtuba o numerze n
wspoirzedna érodka Scinania przekroju elementu wzgledem plasz-

czyzny podstewowe] /dodatnia, gdy ponizej piaszczysny pcdsta-

wowel/

wepdlrzgdna Srodka cigikodci przekroju elementu wzgledem

pXaszezyzny podatéwawej /dodatnia, gdy powyzej piassczyzny

podstawowed/

wysokoé&é kaduba
kat obrotu przekroju kadiuba w pXaszeczysnie Y z
kzt obrotu przekroju kadtuba w praszczyinie xz

przemieszczenie srodka dScinania przekroju w kierunku osi x,y

1 z odpowiednic

efektywne pole scinania przekroju elementu kadTuba o numerze

N w ptasgezyinie x:z )

efektywne pole Scinania przekroju elementu kadYuba o numerze

n w praszezyznie Y
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[. TEORIA CIENKOSCIENNYCH PRETOW 0 PRZEKROJU OTWARTY

Analizuje sle cienkoscienny pret o statym, dowolnym przekroju atwart?m
/rye. 1.1/, Dla uproszczenia przyjeto o8 z kartezjariskiego uktadu wapiirzednych
przechodzgcg przez drodek ciegzkodci przekroju, zas osie x i y tak dobrano, 2e
pokrywaja si¢ z gidéwnymi osiami bezwkadnosei przekroju.

Rys. 1.1

Teoria opiera sig na nastepujgeych zaXoseniach dotyczqcych:odksztakcmnia
preta: -
a/ przekréj poprzeczny pozostaje niezmieniony w trakcile odksztaXcania preta;
b/ pomija sie odksztatcenia postaciowe powlerzchni Erodkawej preta.

Pozozenlie dowelnego punktu powierzchni srodkowe] okresla sie za pomoca
wap¥rzednych s 1 2z, Wspdirzcdna s jest dtugoscig linii Srodkowej profilu,
mierzong Wzglqdem.pewnej /z géry okreslone}/ tworzacej powierzchni srodkowe ],

Punkt 0 przecigcia tej tworzacej z linia srodkowa profilu oznacga sle Jako
punkt zerowy linii Srodkowej profilu.

il

Przemieszczenia punktdw linii drcdkowej profilu w kierunku stycznym t oznacza
si¢ przez v , w kierunku normalanym n =~ przez u oraz w kierunku 7 - przez w.
Przemieszczenia w kierunku osi x 1 y oznacza sie przes & 1 n odpowiednio,

Pomi jajac odksztaXcenia péstaciowe powierzchni srodkowej preta, otrzymuje sles

dv Ow _
];.'5 dz M ds: 0 /1-1/



~ 12 o

Bkad dw gy | /1.2/
ds oz
S
W(s,z}sz gg-— ds tw (2] [1.3/

r 4
gdzie w, Jest funkc}g caXkowania, zalezng od z .

Przyjmujac zaXozenle, %e przekrd] poprzeczny pozostaje niezmieniony w trak~
cie odksgtatcania preta, przemieszczenla punktéw tego przekroju moga dbyé opisa~-
ne przez nastépujqce parametry: przemieszczenia §, 1 Tp dowolnie wybranego
punktu £ o wapdirz¢duych x, 1 y, oraz kat skrgcenia ¥ przekroju wzgledem
- tego punktiu. Punkt » nazywa sig¢ blegunem. Sktadowe przemieszczenia £ 1 7
punktu 7 o wapdirzednych x 1 Y okreslone s3 przez zaleznosci wynikﬁjqce
g rys., 1.2, '

gngH(Ef"JP)‘F

/1.4/
7T N, t(xTxp)y

L9

-
*-ll-l-*-lll—r-—hi —l-—ti——-l-q_-u-—ﬁ--—-‘

<

Rys. 1.2 "Rys. 1.3

Przemiessczenia pr;zekro;]u w 8woje] pXaszeczyZnie mogg byé interpretowane
Jako obrot wzgledem nieruchomego punktu O . WspSirzedne tego punktu moina otrezy-

maé z réwnad /1.4/ przez przyréwnanie do zera przemieszczed & i n

_ ¥p
XD = Xp"" "-P
dp = Ip” ‘;L:;E



rzemieszezenis u(s,z) 1 v (s,z) punktu powierzchni srodkowe] sa rzuta-

@i przemicigczed § s L1 7% mna kierunek normalay i styczny do 1inii srodkowe
proillv rrve, 1.3/

U {s,z) s ??5 sinc 4 .’;‘scosc(

(s 2] = COSOC ~ & Sin
vis 1? '55 1N

gdzie x Jest katem miedzy kierunkiem normalnym a osig x

Rys. 1.4,

Po podstawieniu za 5. 1 7. /w8 rys. 1.4/ otrzymje sie

7, (SJE‘ ] = ’?P Sing + gpcosq +‘)0 [ xs-xp)s:'ncf—(gj—-yp) coso( ] /1-8/

visz)= T?P cosoa - §p55nm A AN X = Xp) COSC(*»‘-(%«- gp) sind ] . /1.9/

Wyrazenle w nawiasach kwadratowych w /1.8/ stanowi odlegloéé h normalnej, zas.

I
wyrazenie w nawiaaach kwadratowyeh w /1. 9/ -~ odlegtosdé A atycznej. od punktu P

do punktu S 1linii Srodkowej profilu /rys. 1.4/. Wyrasenia /1.8/ i /1

19/ mozna
wige przedstawid w nastepujacej formie
U = ?P singd + E)pCOSd' + (th ‘ /1i10/
v =7, cosa - %F sin« + @h ' /1.11/
Po podstawieniu wyratenia /1.11/ do /1.3/ otrzymuje sie
. ) |
wi(z s)= [(?? coscx-gsmd*-&oh ds +w,(z) /1.12/

Kreski u géry oznaczaja ﬁtniczkowania po 2 .

Blorac pod. uwage, 2e a x

| a
- - = 9§ —4 = roso
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otrzymuje sie ostatecznie /po wykonaniu calkowania/
W(SIZ} — Wﬂ --7?;9 "&;X _ (f)lwp | | /1;13/
_ $ S
. &) = hods = jdw |
gdzie g Bj P a-[ P | /1.14/

Ostatni czion w wyrazeng.u /1.13/ stanowil tzw. deplanacje przekroju. Funkecja |
Wp ='Wy (5) okreslajgca deplanacje, nagzywana jest Jednostkowg deplanacjs, a jej
wartosé¢ ma wymiar powierzchni i zalezy od geometrii przekroju. Wielkosdé hds-duw
Jest podwéjnyr polem elementarnego tréjkata przedstawionego na rys. 1.5.

- Rys. 1.5

Jednostkowa depllanacja Wy (s) Jest podwdéjnym polem wycinka wzdlus k:rzywej od
punktu 0 do dawolneéo punktu S . ﬂa te] podataw;e Jednostkowa deplanacja jest
rowniez nazywana wgpdirzedng wycinkowa, Jezell odtozyé te wartosci jako rzedne
od 1linii Srodkowej profilu, otrzymuje sle wykres Jjednostkowe] deplanacji. Wy-
¥res ten zalefy zardwnoc od wyboruf punktu P y Wzgle¢dem ktérego obliczane 83
przemieszczenia § b 1 7, » Jek réwniez od wyboru punktu zerowego 0 1linii
drodkowe] profilu, od ktdérego rozpoczyna sle catkowanie.
Z zalesnodci /1.13/ wynika, Ze przemieszczenia punktéw powierzchni drodko-

we) w kierunku osi z 83 okresSlone przez cztery funkcje: Wo gp; 70 oras ¢ ,
ktére zalezg od zmiennej z ,

OdksztaXcenie &£, w punkcie powierzchni Srodkowej w kierunku osi z obli-

cza sie zgodnie 2z wzorem:

- £ O w

il ——— kil pi——
b |

’4 oz

2 zalesnodel /1.13/ wynika, ze

52 = WO; --??;(j —~ é‘;x - ‘f’”u_;P /1-15/_




e} 1 5 Ly )

CGdksztaXeania &. 1 &n w kierunku stycznej 1 normalnej do linii Srodkowe }

e i

Proliln 8 vOwae Isru ze wzgledu na zarozenie a/

‘_ﬂ
5

F HEYTHO /1:16/

¥ obliczeniach naprezerd normalnych i stycznych przyjmuje sie dodatkowo nastepu-

Jaze zelodenizn:

¢/ naprezenia ncrmalne 6,~0 83 roziozone réwnomiernie na grubosci Scianki

-

/rys. 1.8a/:

4/ naprsdenisz otvcsne T, 3 przedstawione Jako suma wektorowa naprezei
B z pre

Ty 1 Ty, ti.

il

Tz m'ZS +T,.

e,

ZekXada sic identyezny rozkXad naprezen atyéznych Ts W przekroju jak w przy-
padku czystego skrecanias /rys. 1.8b/. Zea wzgledu na gnikomg grubosé Scianek,
naprgzeniz te =3 rdévnolege do linii Srodkowa] profilu i réwnomiernie roziozone

W przekroju. NapreZenia 7, g3 réwnomiernie roz¥ozone na grubosci scianki

1 révnolegie do linii srodkowe3 profilu.

N = 6dF

/
Mx:[G'xdF /147/
My :/F‘thdf-_

gdzle N jes't to sita podiuzZna, M _ - moment z€inajacy wokdéz osi y , My = MOw~=
ment zginajgoy wokdér osi x . Osie «x 1.£{ » Jak zatoZono na wsteple, 83 gidw-

nyml osiami bezwzadnodecl przekroju,
Slty ﬁoprzeczne Q, wzglednie Qy' mozna wyrazié jako rzut wypadkowe] B8il-

1y wewnetrznej na kisrunek «x wzglednie y  Poniewas naprezenia 7; w prasze



- 16 -

czyZnle przekroju £ zatozenla sprowadzajs sie do wypadkowego momentu, nie majs

one wpiywu na B;‘HZQ poprzeczns, ktéra jest okredlona wyigcznle przez napreienild
TW /1'5’3- 1-7/ | |

Qx = --fTw sinel dF = / tT, dx /1.18a/
. F
Qy - f’rw cos dF :ff‘f‘wdg /1.18b/
S :
gd_ﬂiﬁ dF = tds
) o
T *-h-----—**--"-*—-—-'-*--r--—"\*—&-"—/-.p—--rC ' i-rm........._....*.....,._;..:..“._....;......... "'""TC

,'# >/

}
i
|
i
i
!
|
)
|
|
!
|
Y

~Rys. 1.7 - Rys, 1.8

Catkl powierzchniowe sg obliczane dla catego pola przekroju, zas calki krgywo-
liniowe - dla catkowitej dXugosci linii drodkowej profilu., Ileczyn 7,t Jest

gwykle nazywany strumieniem naprezen stycznych 1 oznaogany przesz g e Réwnanla
/1.18/ mo2na przedstawié w postaci

q, =j gax | _ /1.19/
§ .

Qy =fng" | | /1.20/

5

Przy oblicganiu momentu skrecajgcego wyblera si¢ punkt odniesienia P,
wzgledem kidrego s3 okresSlone przemieszczenia punktdw przeicroju /w ogélnym

przypadku punkt ten nie pokrywa sle ze Srodkiem ciqZkoéci\przekroju/. W ten
8poséb otrzymuje sie /rys. 1.8/

7;3 = TS +fhpqu . ) [/1.21/
b)

glzlie 7, Jest wypadkowym momentem pochodzacym od naprezen T, , & hp Jest,

Jak podano uprzednio, odlegloscig stycznej do linii Srodkowej profilu od punk-
tu P, Uwzgledniajac, 2e h,ds = dw, mozemy zapisal

T}; = Tsf-{qdwp



lub
T= T T /1.22/
gdzle
Twp = fTPJ ?‘hpds :/qdwp /1.23/
5

7¢ mnmazywa sig mementem skrqcajgeym Saint-Venanta /moment przy czystym skre¢ca-
niuv/, za3 7,» momentem glgtno-skretnym /moment przy skrgcaniu skrepowanym/,

Zalesnosé miedzy obclaZeniem i sitami wewngtrznyml otrzymuje sie z warun-
kéw réwnowagl si} dzialajgcych na element preta /rys. 1.9/.

L& ﬁ“*‘“@\}mrﬁ* *Q'Q.IN S

& Gfs .
a’*da’ Zp
T
\n
1‘1,
Rys. 1.9

. ]

Rzuty obeigsenia 5 /dziatajacego w ptaszczyinle drodkowej elementu w kierune

kach X, 4,z / oznacza gie pPrzez E;(s,z} ’ 5;{ (s, z} i Ez (s z) . Po pominie-

ciu wielkosscl malych wy2szego rzedu, szesdd warunkéw réwnowagi cliaXa w przestrze-

ni pozna zapisal w postaci nastepujgcego uk¥adu rdéwnar

de-rdzfﬁ;ds = 0 1 /1.24a/
{ |
44y dzgf%ds = 0 - - /1.24p/
dn, + dzfﬁ;:ds = 0 ' /1.24¢c/
5
dM, - Qdz +dz[€xds = 0 | /1.244/
3
d My - de.r»."f-dz! p,yds = 0 /1.24e/

/1.24F/



Wprowadzajac wypadkowe obclaZern powierzchniowych Eif’ﬁ

H"éﬂ’ na Jednostke diu-

gosci preta

0 = fﬁ de /1-253/
s
P = 5{3’5 /1125b/
Y !-3
5 "’_/éds /1.25¢/

oraz momenty jednostkowe /na jednostke dtrugosecl preta/ od tych obcigzen wzgle-

dem o081 y , x oraz z,

m_ :jf_p;xds - /1.26a/
5 ' : |
; _
m, =f59 [ x ~xp)ds —fﬁ; (y-y, ) ds /1.26¢/
| 5 S
otrzym je sie
Q’x - "Px | /1 127’&/
Qy = -, | ~ /1.27b/
Nr = -rpz. /15.270/
M = Q- my /1.28a/
- 1,280
M9 = Qg-mg / /
Tp = 1§ ¢ Typ = ~mp /1.28¢/

Przy pominicciu kwadratu wspdéczynnika Polssona /jako wielkosdci matej woe
bec jednoscil/ otrzymuje sie

G =E¢& ' - /1.29/
&
wzglednle

G = E (w) - py - Erx = Puwp) /1.30/

jJe2eli podstawié za  £> wyrazenle /1.15/.



o

gdzlie przez F
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Naprczenia styczne "5’5 s Lakx samo jak przy czystym skrecaniu, sg okredlone
przez pochodng kata skrecenia preta /kat skrecenia na Jjednostke diugosci/, % wy~-

Igtllior ¥odedw Linil Srodkowe] profilu, obowiazuje formula

T, = 27630'6 [1.31/

gdeis » Jest taw. wapdtecgynnikiom kbrekcyjnym,‘ e Jeat odleg¥oscia rozpatrywae-
nego punktu od powierzchni érodkowej w kierunku normalnej n .

Naprgzenia styczne 7T, nle mogg byé okresleone przez odksztalcenia posta-
ciewe, gdye prezylete zaloZenie, 2e te odksztaXcenla pomija 8le. Dla cokreslenia
?aprqzer‘i stycznych T, rogwaza sle element lezgcy miedzy dwiema ptaszczyznami
prostopadtymi Ao osi preta /lesdacymi w odlegtodci dz /-oraz pXaszczyzna rdéwnole-
g1 do osi preta przechodzgcg przez punkt S 11;111 srodkowe]} profilu, w ktérjm
oblicza sile naprezenia 'TW /rys., 1.10/.

Rys, 1.10

Z2 warunku rdéwnowagl wsegystkich siz dzlatajgcych na wycigety element w kierurku

'z otrzymuje si¢

q{srld'?} : tT’W:n'[ aig; dF_‘/‘f%ds | /1132/
7 S

oznaczono odeigty czesé przekroju, a przez ¥ dIugosé linii

L

arodkowe] odciete] czedci przekroju. Fo podstawieniu wyrazenia /1.30/ za napre-

senia 6 otrzymje sie

. - | N o |
T :T[—wF+§pr+7PS‘j+?SMJ—T p_ ds | [1.33/

W 0

gdsie '. Ex- 1 'S"'y sgq momentami statycznymi odciete] czeSci przekroiju wzgledem osi

o 'q 1 x ,' zas §w Jest statycznym momentem wycinkowym odcigte] c¢zedci przekroju.



Blorgc pod uwage zaleinodé /1.33/, mozna wyrazié sity wewngtrzne q, Qy ir

WP
przez przemieszozenia S | n -oraz kat skrecenia ¥ « Przedtem jednak celowe

Jest przekszilalcenie wyrazed /1.18/ oraz /1.23/, do postaci bardzie] dﬁgodne;]
do dalszych obliczerd. Po wykonaniu caYkowania przez czesci otrzymje sie

5. M
Q, = f tT, dx = [x ”T""”& —fxd (tT,,)
S K
21 L5 3,
Qy ..f tT,dy = [y(t'rw)]jk—f ydx (1T,
jk’ | SK
I s, L
- --f tT, duwp = [wp (1T,,) ] *Jmpd (1T, )
5, K

Dalej zakXadad si¢ bgdzie, %e swobodne brzegl wzdluzne /wzdtus oai z / nie s3
obelgzone zewngtrgnymi sitami stycznymi, co eliminuje wyrasenia w nawiasach

kwadratowych. Uwzgledniajaec wyrazenie /1.33/ otrzymuje 8le poszukiwane zalef-
nosci |

Qx = -F (El; [xzdF l+ ?mfxwp dF} + mx /1_343/
F F
Y =l [yoF+ 7 [ yewpar) +m, ‘ /1.340/
F F '

+?;‘:/¢/de1—' —Wo/deF) +/pzwpd5 | ' /1.34(:/

Zale?nosé miedzy momentem skrecajacym Ts 1 kagtem & jest taka sama, jak
przy czystym skrecaniu

7'; =6‘K50, /1135/
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K e -*ji--—z b{f ff-g /1¢36/

Wielkesci b, s3 to dlugosci poszczegdlnych odeinkdw 1inil srodkowej prorilu,

zas 1, - gruboS$ci Scianki tych odeinkdw,

Podstawisjae wyraZenie /1.30/ na naprezenia normalne do wyrazenia /1.17/

mozna okvreflid siry wawngtrzne N, M, My przez odksztatcenia preta

M, =“E(§;L x£dF+‘f’” wp X dF ) | /1.572~c/

W wyraZeniach /1.34/ 1 /1.37/ caXki oznaczone

dF = F /xzszf ‘dF =7
}(F 7 x 49 79

83 znanm charakterygtykami Przekroju, a mianowlcie: polem powierzchni i mo-

mentami bezwiadnodcl wzgledem gtéwnych osi,

cazki
r [m:deF T Swp /1.3%8a/
“F |
l f“’“’*" wdf =l . /1.38b/
. ;
. A F
prng = Igwp | | /1380,
fF“*JP aF = I,up | e384/

“p Ppraekroju. WielkoSci te zale2z od

“p + Yp » WZglgdem ktérego oblicza sie ranm le
h |
P W wyrazeniu

Wp -;{ hpds

Zale2a one rdwnieZ oqd wyboru "punktu zerowego" O na l1linii srodkowe j proiilu,

Wepdtrzedne wycinkowe wp  /jako funkecje s / zaleZg od trzech parametrow
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/ /
Wp =2Wp /S5, Xp , 4p , 0

Sophazywa sl¢ wycinkowym momentem statycznym, zas I .o

wym momeniem dewiacyjnym wzgledem osi y lub x odpowlednio.

oraz I?Jp wycinko-

Do rozwigzania problem wykorzystuje sie szesé réwnad réwnowagl /1.27/
i /1.28/ oraz /1.34/, /1.35/ 1 /1.37/. Przez podstawienie wartosei @, 1 Q,

z réwnai /1.,28a,b/ do rdwnad /1.27a,b/ otrzymje gie uktad cgterech réwnaﬁ TO%m

niczkowych linlowo niezaleznych.

X X

17 } . /11393_d/ |
Mgﬁ""my"*py
Twp+?"5=-mp

Po podstawleniu wyrazed /1.34c/, /1.35/ 1 /1.37/ otrzymuje sile ostatecznie

ol o X . - e Y _
LEw, | & E’mP ¥ Ty
g e - iy H
= o oy LI
":Ixxgp T“"wa‘f Fxfm?f_
EI,, v + & 0 "
) 7-} 4 . o i S
gy Cp g P Py My /1.395-d/
£ 1} + FT A4 £ Y v EJ Py ) - p Lp.;' )
Y FE Y X P F,,n S Yy wP p iumP? R F
= ﬁﬂ'ﬁ m;p

gdzie wprowadzono nowe oznaczenie na ostatni sktadnik po pfawej stronie /1.34¢c/

15L

i 1 i Jr!. 5? w!g ads /1 140/

=
W przypadku gdy o$ Yy jest osiy symetrii przekroiu, wzoxy /1.34/ L /1.37/

S = ( oraz I = 0
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Yrzyjmajgc dodatkowo, 2e brak jJest ocigglych obeclgéerd wediusnych /ten, b, =0 /

strzymije els

Qe = "Ef1, Ep* waptfw)
= Elyy7p

Y o [y m‘
TwP = & -{jnﬂuu,?'l"’‘PJP + L wp gP )

- '
Nz = &Fwﬂl

7 1
M, = ﬂ-n‘.:(fx,,;%p * Lwr P )

- M, =-EI]

F”
'y 49 %P

zad réwnacla rééniozkowe réwnowagl upraszegaja sie do postaci

"

EFw, _ o | o - 0
E‘rxx{';; tEL P ')Ow " Py

EIy 7?;: = pg
£ giom E’; f Efww'P ']ow'“ GK?, = M5

/1.41a=c/

/1.414-£/

/1 < 42&'“(1/

Jedynie réwnanis 1.42b 1 1,42d sg sprzgzone. ldentyczne réwnania moina otrzy-

ma¢ réwniez bez zakladania, 2%e osie x,y 83 giéwnyml centralnymi osiami bege

wXadnodcl przekroju.

Zaleznodcl /1.%4, 1.37, 1.9/ znacznie 8l¢ uprasszegajq 1 przyjmulg poatad

znang % teorli balek, gdy

Sw?l‘ = 0
| I:-c wp ~ b
Ing = 0

/1¢43&w0/

Wartosel catek oznaczonych /1.43b,c/ zalezg od polozenla punktu P , wartosdé

catki /1.43a/ galeiy od poloZenia punktu 0 . Doblarajaec odpowlednio potozenie



w 24 -

tych punktdw mozna speinié zaleznodei /1.43/, Zagadnienie praktycznego okresle-
nia Sredka scinania ! o wspdirzednych xp; { Yp » dla ktorego spelnicne sg
warunki /1.43b,c¢/, podobnie jakiﬁdpowiedniega wyboru punktiu zerowego O , bedzie
cudwione dalej. Wapbélrzedne wycinkowe wzgledem drodka Scinania D beda dale]
oznaczane przez w /Jbez indeksu P /. Wspdirzgdne wyclnkowe w , ktére speiniajs
réwnanie /1.43a/, bgdy oznaczone przez $ 1 nazywane unormowanymi wspSXrzedny-
mi wyclinkowymi.

Gdy speinione sg warunki /1.43/, zalesnoSci /1.37/ przeksztalcaja sie do

postaci

Ny = EFw,
M, =~EL E

- pTrzy czym.1§ i T oznaczajy przemieszczenia érodka.éciﬁania w kierunku osi x

1 y . Podstawiajgec w, .;-”’ ;?” , Okreslone 2z zaleﬂnoéci /1.44/, do wzoru

/1.30/ na naprezenia 6 otrzymuje sie

M M., 1
6 =N , Ixuo My o' /1.45/

y/ wngtkiem.ostatniego sktadnika,wzdr ten zgadza sie z formuls na naprczenia
normalne preta zginansego i rozecigganego /lud éciekanego/;'Czlon(—tp”ﬁ?,) przed-
stawla wpiyw deplanacji na napreZenia normalne i Jest charakterystyczny dla

tzw. skrqcania skrgpowanego. RozkXad naprg¢zed ¢ & jest samozréwnowazony
w przekroju. Przemieszezenla punktdw przekroju poprzecznego /1.13/ w kierunku osi

preta otrzymuje sile jako sume przemieszczenia rowneleg¥ego catego przekroju,

obrotdéw wokdéx osi x 1 @; oraz, na koniec, deplanacji /spaczenia/ przekroju,

ktére] rozk¥ad okreSlony jest przez wykres 2.

Praca napreZed normalnych na przemieszczeniu przygotowanym w -7 Jest

réwna sile podiuzne}

ﬁ’\‘"?:ftg-f’jF
F

W podobny sposob moZna otrzymadé momenty gg€inajace M

)

wzglednle n = -1

, lub M, dla & --1

Ra podstawie analogil moZna réwniez odliczyd prace aily wewnetrznej na

przemieszczeniu przygotowanym ¢ =-f
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Mg =f653dF | _ /1.46/
F : .
Wleiknee M, mnazywa sie bimomentem. Gdy podstawié do wyrazenia /1.46/ wzdr na
napresenis 6 /1.30/, otrzymije sie /uwzgledniajae warunki /1.43/:

Mo =-Elgo¢" /1-41/
gdzle
2 .
log = [RdF L /1.48/

Wielkodé [oo nazywana jest wycinkowym momentem bezwradnodéci. Przez podstawice
nie ¥’ =z wyratenia /1.47/ do wzoru na naprezenia S /1.45/ otrzymuje sic
f*:f My M M - | -
6"““"‘""""‘“—*—1’4-—_’-';-9-}- JS? /1,4&/

F~ 'Ixx Iy'j I_‘Rﬁ,’

Wielkoscl w pMW'M mozna okre$lié z warunkéw réwnowagi six zewnetrznych

1 wewnetrznych, nie:;leZnie od odkazta&peﬁ, g4y znahe'sq 81ty zewnetrzne i reak-
c¢ie podpdr. Zupeinie inaczej jest w przypadku bimomentu'f%ﬂ ,'ktdry noze bydé
okreélony tylko przez kat skrecenia /écisle], Jego druga pochodna/.

Dla unormowanlia wspdirzednych wycinkowych 5 /apeXniaiacych warunki /9.43/

rdwvnies pozﬂﬂtale sity wewngtrzne sprowadzaja sie do prostszel postact

Qe = -EI  E" + m

B o .  /1.508-0
4y gy T omy / /
sz,' = —EIRQ?J” + Mg

Przez podstawienle wzordéw /1.44/, /1.50/, /1.35/ do rdwnaﬂ':éwnowagi /1.39/

otrzymije sle cztery niezalezne réwnania rozniczkowe

El & = p_+m] ' /1.51a-d/
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Naprg¢zenia skladowe & | T, 1 fs. 8q przy skrecaniu okreSlone przez sily

wewnqtrzne Mo, T, 1 7. , ktére otrzymuje si¢ 2 rozwiazania réwnania rézinicz-

kowego skrecania /1.51d/. Uwzgledniajac, %e w przypadku ]m-;-cania N = M y=My=0,
otrzymuje sie na podstawie wyrazenia /1.49/

M .
Loq

Napr¢zenia styczne otrzymje sig¢ z wyrazenia /1.33/ po uwzglednieniu /1.50/
1 /1.44a/ oraz przyjmjae, te N=- Q - Q=0

R a
T = =[5 de- % % 3
W fpzds eall /1 53/

przy czym obciqﬁénie "ﬁz przyleto takie, 26 p  m 1 m, 83 réwne gzeru, Dla

b X

Bz =0 otrzymje sie

EQ.TR
T, =- 2.0

Ioat - /1.54/

Naprezenia styczne od czystego sk:chania U, oblicza si¢ w oparciu o wzory
/1.31/, /1.35/ 1 /1.36/

rz 3 | ‘ /1155/
32 4 ¢ -

Analizuje el¢ przekrd) poprzeczny preta, w ktérym wybiera sie dow:olny punkt
P 7 Xy Yol od ktérego okresla sle odlegtodé h od styczne]} do linii srodkowe

profilu /rys. 1.11/. Wyblera sie rdéwniez dowo'ln‘y punkt zerowy O1 na linii érod-
kowe]j profilu,

Rys, 1,11
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Dla numerycznego okreslenia wapdXrzednej wycinkowe ] Wy (0,,5) wyblera sie na-
stepujaca reguie znakéws wspdirzedna S odmierzana jest w obu kierunkach ad
punktn C% ; podobnie jak bileg strumienia, ktéry wyplywa ze swojego 4rddia w obu
kierunkach, Przyrost hAds=dw Iinterprstuje sie jako dodatni, gdy element ds
skierowany jest przeciwnie do kiérunku ruchu wskazdwek zegara przy obrocie wo-
ké2 bieguna P , dla obserwatora patrzacego w kierunku ujemnym osi - .

Nalezy okreslié zwigszsek miedzy wspélrzgdnymi wyclinkowymi w, wzglgdem
bleguna P | wspélrzqdngmi We (0y,8) » ktére oblicza sie wzgledem dowolnie wy-
branege bieguna (] o wspdirzednych Xq 1 Yg o Punkt gerowy O, o_wspékrzﬁdm
nych X i Yo Jest Jednak ten sam dla wp 1 dla Wy Pregyrost wspdirzedne
wycinkowed dw 5 wynosli

dwp = hpds | /1.58/
podobnie dla w,

‘ de = hads - /1-#5?/

nys, 1.12

Biorge pod uwage rys. 1.4 moZna wyrazié odlegloded Mo i h, Przez wapdtrrod-
ne kartezjaniskie odpowlednich punktdw

hp:- _{x-—xp } COSX + (g-gp)s:'nc:(

haz {x-xo) cos + (U ""JQ} sinol
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gdzie o Jest katem, Jaki tworszy normalna do linii Srodkowe] profilu w punkcle
o waepétrzednyech x,y 2z dodatnim kierunkiem osi x , Poniewa3

- -g—}f:-sfnd oraz E‘.‘L mw OSSO
as as
przez podstawienie zaleznodci na h, 1 hg do /1.56/ te ostatnie moina prze-
ksztaléié do postaci: '
dwp, = [ x -xp ) dy = (y-Yp)dx /1.56/
dwg = [x -xpldy = (4= yp)dx ' /1.57/

. Odejmujgc stronami réwnanie /1.57/ od rdéwnania /1.56/, otrzymuje sie

dpr "'LAJQ) =(9P 'gQ)dX*(Xp = )qudy

lub po wykonaniu catkowania
Wy =W, + fgp-gq)x-—(x?-xq)y-rc /1-58/

gdzie ( Jest staXa catkowania, ktdéra okresla sie 2z warunku, %e w punkcio ze-
rowym O, /wspélnym dla w, 1 W / spe¥niony jest warunek

wp (0y) =w,(0) =0
wtedy

(Yp =Yg )Xo~ (Xp~ Xg) Yo+ C =0
lub

C==lyp = Yq)xo + (xp - xq) y, /1.59/

- 2 podstawienia wyrazania /1.59/ do /1.58/ wynika bezpos$redni zwigzek miedzy wp
1 wq

Wp = Wa *{yp ~yg) (X = xp)=Ix7 X) (i - Y, ) /1.60/ |
Dla delszych rozwazan istotne jest ustalenie zwigzku miedzy wspdéirzednymi
wycinkowymi wp (0.5) wzgledem punktu U oraz wspdirzednyml wycinkowyml

wp (0, ,s) wzgledem punktu O /rys. 1.13/. Zgodnie z definicjgq wspdéirzednych
wycinléowych wielkosci te oblicza sie wedtug wzordw

S
“p (O.,, s ) :fhds
%

9
wp (0,s) = [ hds
0



Kys. 1612
Po odjeciu stronami
O
wp(0)5}=wP(O,S)+fhdS
lubd 0
wp (0,s)] = wp(0,s )+ Wy
- [1.61/
Df
gdzie

Stata QDP Jest podwdjnym polem powierzchni /zakreskowanym ukosnie na rys.

1.13/. Odeinek s, , ktéry nalezy do te) powlierzchni, jest dxugodcia 1linii $rod-

kowe ] profilu mierzong od punktu 0 do (% .

Srodek dcinania p Dbyz zdefinioweny Jako punkt, dla ktérego speinione 89
warunki

Ivw * fwﬂxdF -0 /1.62a,b/
F

orag
}g@’:{/}QDde = ()
' F

Niech w,(0,s ) bgdzie wspéirzedny wycinkows wzgledem S§rodka Scinania, za$

wy (0,,5) Wspoirzedng wycinkowy wzgledem dowolnie wybranego bieguna Q . Wéw-

czas

Wp (04,8) = w, (O,,S_}'+ (Yp =Yg )X “(xB-—_xq)g+C
zas po podstawieniu do réwnaid /1,62a,b/ otrzymuje sie

' - | /1.63a/
fcuq (0,,5) xdF +(gﬂ “yq)fxzdF—(xﬂ-;q) xstdFrCfxdF = 0
F " F F

-
| /1.63b/

jwq(of,s}de -+ (gD -gq)fxde—(xD—xqffg‘?dF+C[qu= O *

F F F F

P
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Poniewaz zaXoZono na wsteple, %e osie x { y 83 gownymi centralnymi osiamf

bezwladnosci przekroju, moment dewlacyjny i momenty statycsne wzgledem tych osi
83 rdéwne zeru, tj.

fxng::G ijdF:O fxdF==O
F F F
waq -r(gD-LfQ)Txx = ()
I{_{w‘:I -(xDaxq)Iy =)
tzn. ~
g —g =-igi€._...
D ¢] Ixx /1-643,b/
_ Iiwa
| X, = XQ = }-':t
~gdzle 79

lewon
/1.66a,b/
)(D -~ I&JQ -+ X )
Iy, Q

| Nowy‘bunkt zerowy na linii srodkowej profilu dobiera sie tak, by byx Spede
niony warunek /1.43a/. Przez zaleznosd /1.61/ okreslony jest zwigzek miedzy

- wspdtrzednymi wycinkowymi wzgledem rdznych punktdw poczatkowych (0 1 0, na

1inii érodkowe] profilu, dla tego samego bieguna P . Wprowadzajac oznaczenia

Wp (O,S)'-‘:WD{O,S}""SE

wy (0 s)] = c.ggr’ohsﬁ =w({0,,5)

warunek /1.43a/ przyjmije postad /po uwzglednienin 1,61/

S, =f5?dF ..-:fw(ohs,rdF v w, [dF =0
F F
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8kaqd otrzymuje sie

-4 * Sw(0y) |
w, Ff“.’(on”,d"‘ = /1.66/
/ |

Unormowane wspdirzedne wycinkowe 2 -, (0,, s) mofna okre$lié wzorem

R=w(0,s)+w,

Charakterystyki wycinkowe przekroju dla unormowanych wspéZrzednych wyclinkowych
ognaczane sSg indeksem %
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2. TEORLY CIENKOSCIFNNYCH PRETOW 0 PRZEKROJU ZAMKNIETYM

Teoria clenkodciennych pretdw o przekrojn otwartym oplera sig na zarozenliu
o nleodksztaXcalncfel konturu przekroju poprzecznego oraz na zalo2eniu .o braku
odkasztatcend postaclowych powlerzchni srodkowej. Dla przekrojéw zamknietych nile
mozna przyjad drugiego zatozZenia. W przypadku czystego /nieskrepowanego/ skre-
cania przekrojdéw zamimigiych naprg¢zenia T. 83 roztozone réwnomiernie na gru-
boscl Sclanki i dziaztzja réwnolegle do linii Srodkowe] przekroju. NapreZeniom
tym odpowladaly odksztatcenia postaciowe ;. , ktdére majy w ptaszczyinie Srodko-
wel przekroju wartoscl rdine od zera..Pominiqcie tych odksztatcen oznaczaioby,
e /w przypadku czystego skrecania/ w ogéle nie wystepujg zadne odksztatcenia.

Naprezenia wtérne T, , wywoiane skrepowaniem deplanacii, sq dla przekrojow
zamknictych wielkosfciaml tego samego rzqdu, co napresenia T . Ta okolicznosc,
jak réwniez identyczny /réwnomierny/ rozkt*ad na grubosci scianki, Jest przyczy-
na, %e wptyw napresei 7T, 1 T5 na odksztalcenie prgta jest podobny. Odksztail-
cenia postaciowe y,, , wywoiane przez T, , nle s3 wielkosciaml maiymi drugiego
rzedu 1 ich pominigcie prowadzi do niedok¥adnosci, ktére nie moga by¢ tolerowa-
ne. Wynika stad, %2e dla pretow cienkodcieanych o przekroju zamknietym nie Jest
mosliwe zbudowanle teorii, ktéra byXaby tak prosta i doktadna jak teoria dla
przekrojéw ctwartych., |

W teorii pr¢tdw cienkosdciennych o przekroju zaminigtym précz zatozenia a/

o nieodksztaXcalnoscl konturu przekroju poprzecaznego, przyjmuje sie zatozenie b/,
tzn., "pomija sie odksztalcénia powierzchni Srodkowe) preta, wywoiane neprgzenia-
mi stycznymi Tw " /zamiast zatoZenia b/ przyjmowanego w przypadku pretéw o prze-
kroju otwartym/.

Stan naprezen moze byé interpretowany jako suma dwéch atandéw, Stan plerwot-
ny, okreslony jest przez naprezenia styczne 1s; , przy czym naprgzenla normalne
&, =o 8y réwne zeru., Naprezenia T, 83 roziozone réwnomiernle na grubdbosci
Scianki i rdwnolegte do linii srodkowej profilu. Odksztaicenla postaclowe y 83
zwigzaene z napr¢Zenizmi stycznymi 15 wediug wzoru

ov , dw _ Tg

{3z 755 75 _ /2.1/
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Stan wtérny, jest zadany przez'naprqzenia normalne 6,=6 1 przez naprezenia
styczne 1, . Zgodnie z zaYoZeniem b/ pomija sie odksztaXcenia postaciowe WY WO
tane naprgzeniami T . Naprezenia ly maja ten sam kierunek i rozk¥ad na gri-

bodeci Scianki, co naprezenia Tﬁ « Catkowite naprezenia styczne 83 rdéwne sunmie

T'—'—-*Ts-r'fw

Po przyjeciu talkich zatozen, dalszy opis odksztglceﬂ moZna przeprowadzid

w podobny sposéb, jak w przypadku przekrojéw otwartych., Na podstawie wzoru
/2.1/ otrzymje sie

S
Av N
W(SFZ}:-*- 5“; ds +* Wo( 2) +(“';“*/Lsd5 /212/

o

Po uwzglednieniu zalegnosdei /47, /177 1 /1.11/ 2 poprzedniego rozdziatu,
mozna formute /2.2/ przeksztaXeilé do postaci

. s } 5 .
W(S;Z} z -f(l2;cDSD( -§P51no{ + ?h)d.‘if-wa{z)fy?f‘rdg ' /2.3/
0 »,
gdzie T =T (s) Jest naprezeniem stycznym przy czystym skreceniu preta dla

U moZna okre$lié jako funkcje rozkzadu napre zen stycznych.W'przekroju dla
przypadku czystego skrecania, Rzeczywiste wartosci naprqzeﬁ Btycznych.'zzS obli-

cza sle wediug wzoru

.D1a~przekrode'wielqkomérkowych T Jest wyrazone w postaci

~ . 9 "9k
L™ TEs) - /2.5/
Indeksy : oraz k 'dotyczq tych komérek, ktére rozdzielone 85 przez wspdlna

Scilanke, w ktérej poszukiwane 83 napregenia,

Strumienie

N f

8 stale w obrebie komdrki i majg zwrot dodatni przeciwny do ruchu wskazdwelk
zegara /rys, 2.1/, |
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Rys. 2.1

Strumienie styczne Eii oblicza sig¢ 2z rozwizzania uk¥adu réwnaf liniowych

K24

Eff Ui T 2. Eik"?ikz CA | /2.6/

( =1 2.....n

) }

gdzie n Jesat caikowita liczbg komérek, zad m = liczbg kdmérek sg3lednich
komirki ¢ s, Jest dlugoscly linii Srodkowej wszystkich Scianek ograniczajg-
cych komorke i , za8 A; ~ polem powierzchni ograniczonej konturem komérki : .

Wspdtezynniki uk*adu /2,6/ e3 okredlone przez zaleznoscl

U = 95- ral /i "f%é“ - 2T

S, Sy L

Granice catkowania obejmuja dIugosé 5; catkowltego, zamknietego obwodu komér-
ki ¢ , badZ drugoseci 5”( wapélnej Scianki sasiednich komérek o numerach

oraz k *

e

W przypadku przekroju jJednokomSrkowezo mozna T obliczyé wedXug wzoru

= _ 9 _ 24
f t ffﬁi.
L

lub uwzgledniajac, ze

. ,
G %?$::ﬂ££m /2.8/

otrzymuje sie ostatecznie

i'f'_, K
2AL

gdzie K jest stalgy skr¢cania dla cienko$eciennych przekroidw zamknietych,
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Formte /2.3/ na przemieszczenia wzdtusne w mozna przeksztazcié do posta-

¢l analogiczne] jak w przypadku przekrojéw otwartych

wis,z )=y -0y <k x = P, /2.10/

przy czym

)

S 5
&)p =f(hp "'-:E)ds =fhpd5'—f?d5 /2-11/
0 0 0

Funkcje wp , okreslajacy deplanacjé przekroju, nazywa sie jednostkown deplano-
cja, podobnie jak to byXo w przypadku przekrojéw otwartych. Usywa sie rdévmiez
nazwy “wycinkawe*wapélrzqdne”, chociaz nie 3Jost to Sciske ze wzgledu na drugi
'skladnik w'wyraééniu f2.11/ fw rzeczywistodel bowienm tylko plerwszy skZXadnik
Jest podwdjnym polem wycinka/. Podobnie jzk w przypadlm przekroldw otwartych,
punkt cdniesienia P‘,'wéglqd@m.ktérego obliczone sg wspdirzedne wycinkowe Wy ,
Jest dowolnym punktenm leZgcym w pXaszesysnie przekroju /rys. 2.1/. Réwnies punkt
poczatkowy O , od kidrego f05p§czyna sie calkdwanie, jest dowolnie wybranyn pun-—
ktem, Osle «x,y sg gléwnymi centralnyml osiami bezwlaﬁnoéci pruekroju,

' Jedyna rdéiniceg migdzy omawiang teoria dla przekrojdw zanknigtych a tocoria
dla przekroldéw ciwartych, jest rdéiny rozkiad naprezen tnacych dla obu tyoow
przekrojdw.

Naprezenia styczne T} ) réwnomiernie roziozone na grubosSci scianki,
w przecliwlenstwle do antysymetrycznego rozkadu w przypadlku przskrojéw otw&r—.
tych, Rozkzad naprgied Ts dla przekroldw zamknietych jest pokazanhy na ryéa
1.6¢c, a nie 1.6b. Wynika stgd tez, Ze napr¢Zenia 7T, oblicza sic wg wzoru
/2.4/, & nie /1.31/, Réwniez formulza na stala skrecania dla przekrojdw zaxlknlic-
tych jest inna,

K = 2 Z A;-qi . | | [2.13/

p = 442 /2.14/

Rozk¥ad naprezenl stycznych T, w przeikroju zaminietym stanowi odrcbne za-
gadnienie, W’Eelu okreélenia T,, rozwaza sle /inaczej ni3 to bylo w przypadku
pfqtéw o przekroju otwartym/ element wyciety dwiema pZzaszczyznami prostopadiymi
do osi prgta, lezgcymi w odlegXosSci dz , oraz dwiema ptraszczyznami réwnolagXymi
do o8l preta, z ktérych jedpa przechodzi przez punkt 0 a druga przez purkt S ,
w ktérym oblicza si¢ naprezenia T, /rys., 2.2/.



- Z warunku rownowagl wszystkich six dziatajgcych na omawiany elemeht'w kierunku

Z otrzymaje sle
| S p
= ¢tL,, = = t-Q—Q-ds- g ds +a° 4
qw A/ A2 % qW /21 5/
O 0
RéZnlca pomigdzy powyZszym wzorem, a odpowilednim wzorem dla przekrojdéw otwar-

tych, polega na wystepowaniu w powyiZszym wzorze skladnika.cﬁl » kiory nie moze
by¢ okreslony na podstawie warunku réwnowagi. Przy konsekwentnie przestrzeganym
zatozeniu o pomijaniu odksztaXcen postaciowych y,  nie moZna okreélié rozkadu
naproZzen T, w przekroﬁu z powodu statyczne] niewyznaczalnosel tych napresen.
Odkszta¥cenla postaciowe Jw Tozwaza slg dodatkowo w sposéd analogiczny Jjak
przy czystym skrecaniu., Zamiast waruniu y;zil przyjmowanego przy czystym
skrecaniu przyjmuje sie warunek, 2e drednie odksztalcenie postaciowe wzdlus

kazdego zamknie¢tego obwodu 1linii Srodkowe] przekroju jeast rdéwne zeru, tj.

{ /2.16/
?Ef‘}/wdS:O . |

lub

EDT ds = O | /2-17/

W przypadku prbekroju Jednokomérkowego otrzymuje siq z rownania /2.15/, po
uwzglednienin /2.,17/

, SR AN~ R 9 g 0 d5 /2 18/
T o dss b s oy S ds + ¢ Qg Vo= ¢
¢-““ P Jjﬁ ¢ T G /
- gdzie

. &ﬁ
42 = ---=~ ads [P ds
v /2.19/

Nalezy zauwazyl, 3e pewyzszy'wzdr na q;{ ma'identyczna rostaé ze wzorem /1.32/

na strumiedl styesny w przekroju otwartym, utworzonym =z przekroju zamknietego
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przez vozcigcie linil Srodkowe] profilu w punkcie pocgatkowym O . Wzory /1.32/,
/1:33/, /1.5%5/. /?3’54/* ctowlgzujg réwniez dla q:ﬂ, » Wzglednie T}L ..---.=(-:;f—W . Na~
legy Jednak pamigtlad, Ze charakterystykl geometryozne sy w roszpatrywanym prey-

padkn okreflcone dia wapélrzqdnych wyclinkowych, oblicgonych zgodnie z wzorem
2447,

2 réwnania /2.18/ “rynika

C - ¢‘ %ﬂlds . /2120/
q’w Y ds
P T ~
Caikowity strumienn naprgzed stycznych mozna przedstawié w postaci
0 } o

9., oZnacza atrumien "odpowladajgcego™ lub "prezyporzgadkowanego" przekroju

otwartego /rys. 2.3a/, a

O

q, Staly skradnik okredlony 2z warunku /2.17/.

ﬂ "\ k=0
(q,, mo |- o\
N\
o) b)
Rys. 2.3

W celu okreflenia strumienia stycznego q, ¥ przekroju wielokomérkowym,
rozpatruje sl¢ przekrdéj otwarty, ktéry powstal przes rogciecie wazystkich komb-
rek przekroju zamknietego /rys. 2.3b/., Dla prsekroju utworzonego w ten sposéd
oblicza sle strumien qg. wediug formuly /1 .32/, t). w 1ldentyczny sposdéd, Jak
dla przekroju otwartego. Nalezy przy tym pamietad, e charakterystyki gﬂi Iﬂﬂ
muszg byé obliczone na podstawie wspéXrzednych wyeinkowych Wy okreslonych dla
przekroju zamknietego zgodnie z wzorem /2.11/.

Niewladome strumienie styczne qiw- (i=1,2,....,n) oblicza sie przez za-

stosowanle warunlm /2.17/ dla kazde} komérki prszekroju osobno. W ten sposétb

otrzymuje sig nastepujacy uktad réwnar liniowych /uwzgledniajsc dodatnie znaki
strumienl stycznych zgodnle z rys. 2.3b/.

m

quk?ik*—f ii‘mds =0 (¢

4

o - 2.....n) /2.22/
1. Ui |
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gdzie n  jest catkowitg liczbg komérek w przekroju, zad m = liczbg komdérek
sgslednich komérki ¢ . Wepdiczynniki ?;; oraz n., oblicza sig¢ wediug wrzoru
/2 T7/. Warto zauwazyé,. e wapélczmiki prey niewiadomych w ukXadach /2.6/

1 /2.22/ 83 takle same, jakie mo%na by otrzymaé¢ przy wyprowadzeniu obu ukzaddw

z waruniu okresowo#dci Tunkeji w(s) przy catkowaniu ywzdiug zamknietego obwodu
linii &rodkowe] przekroju.

Dla dowolnego punktu 1linii srodkowe] przekroiju wielokomérkowego wzdr na

catkowlty strumlend naprezed stycznych 9., ma postad

%'w N q:v +q‘:fi - q:;k . /2123/

przy oZym przy;thoﬁ ze dodatni zwrot jest przeciwny do ruchu wakazéwek zegara

/rys. Jb/ Indeksy ( oraz k sg numerami komérek lezgoych po obu atronach

rozpatrywanego elementu przekroju.

!

~Po pominigciu obeigzed powierzchniowych ;32 /dzlal'ajqoyoh w kierunku osi
z/ z wzoru /1.54/ wynika, 2e

/2.24/

-
- ﬁ ﬂ
T 7}252

Dodatkowy skXadnik q:i cblicza sie z rozwigzania ukXadu réwnad /2,22/, Po
podstawieniu wyragenia /2.24/ réwnania te przeksztaicalg sie do poataci

0 T
90, 7 B IES e /2.25/

@ SR - -/
| 2.26/
qWE I_Qg T‘Q S |
tzn. S, Jeat wartodcisg niewlad ° dl T2 = {
. Op; :Lq ome } qm_ a Im_z |

W przypadku przekroju Jednokomérkowego otrzymuje sie dla 55;,; "5;2 “

F o

0 55 Iﬂds

-

552_ ¢' %g - /2.27/

S
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Ostatecznie otrzymuje siq wzdr na calkowity strumied q

~ 0 o . _
o oal ° _ 0 _ . Sﬂ_(sﬂf *5,3{5} /2.28/
Wyrazenie
S_Q“(sz.‘, " Sqk )

ma czysto geometryczny gharakter i okreéla rozkiad strumienia napreserl stycsz-
nych ¢, W przekroju. |

Przyblis2ona rozwigzanie problemu: ‘skrgcania pretéw o prsekroju samknietym
sprowadza sle¢ do rozwigzania réwnadl réiniczkowych 1dentycmch, Jak w przypadku

1

pretdéw o przekroju otwa:étym.
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3. TEORIA CIENKOSCIENNYCH PRETOW O PRZEKROJU ZAMKNIETYM
7 UWZGLEDNIENIEM WPLYWU DODATKOWYCH DEPLANACJI
0D WTORNYCH NAPREZEN STYCZNYCH

Oprécz zatozenia o nieodksztalcalnosdcl przekroju poprzecznego w swoje]
ptaszczyinie przyjmuje slg, e rozk¥ad /ale nie wielkos§&/ deplanacii wzdIuz li-
nii srodkowej profilu jest przy skrecanlu skrepowanym taki sam, jak w przypadku

czystego skrgcanla. Odnosnle dowolnego bieguna P obowigzujg nastepujace formu-

¥y na skradowe przemieszczen punktu S{x,y/) przekroju

vV = szcosok-— gpsino{ + Thp /3-1/

J !
wo= 1w =y - Epx -V, . /3.2/

Priyjeto takl sam ukrad wspbéirzednych, jak w ﬁoprzednim.rozdziale /rys. 2,1/,
Wzory /3.1/ 1 /1.i1/ sa ldentyczne, co Jjest konsekwenc]a pgiyjqcia zatozZenia

0 nieodksztaicalnosci przekroju w swojej praszczyinie. Natomiast wzdr /3.2/.:na
przemieszczenia wzdiuzne w , ré2ni sie od odpowiedniego wzoru /1.13/ dla prge-

krojéw otwartych.

Zamiast pochodnej kata squcenia.qf wystepuje bowlem pewna /tutaj ﬂ1eokreé1o-
na/ funkeja U(z) . Précz tego wyp(s) Jest wspdXrzedng wycinkowsg dla przekroju

zamknigtego, okreslong zgodnie z formua /2.11/ z poprzedniego rozdziatu

S S |
UJP = fths -—-f?."ds /3.3/
0 0
Wymienione réznice wynikaja z przyjecia innego zaXozenia o deplanacji.

OdksztaXcenia oblicza sle¢ przez réiniczkowanie zaleznoSci /3.1/, /3.2/

o ) Z T , |
Ez:.-..-é—-; =w, - ?py —-EP;:( --U'wp /3-4/
O ,ow _ s, e . '
Jzs =5z T35 =P hp ~Vwp /3.5/
gdzie | *
¢ dw ~ |
Wp = == <hp ~T /3.6/

We wzorze /3.5/ pomija sie odksztaXcenia postaciowe zwigzane ze zginaniem, co

sle zwykle czyni w teorii belelk,

Przyjmujac /zgodnie z zaYoZeniem o nieodksztalcalnosci przekroju poprzecznego/,



%26 £ - E =0 5 otrzymije slg

Z

, e, ! " e Y’ . /3-7/
G =E 5% =E(w, -r;pg..-gpx Vwp )

oraz wzér na naprezenia styczne

T=G($hy, — Vw /3.8/

0)

SiYy wewngtrzne N, M M otrzymuje siec po podstawieniu /3.7/ 1 /3.8/ pod od-

4
nowlednie catkl

N = f@'dF ~cFw, —~ES,pVU’
F

f - " )
Mxnj ﬁ.)(dF-—- EIXKE-'P“EwaPv
F

. yi 3 /3.93"“1/
My.-.-[cs'qu-.--*Erwrzp - Elyp U
F

- _ s 2 ' *
Tp«frhpdf—asofhpar—cz}‘/’hpmpdrf
F F F

we wzorach /3.9a~c/ uwzgledniono, %e ukiad wspdlrzqdnych X,y Joest gXéwnym
centralnym uktadem przekroju poprzecznego preta. Wielkosci [, ,lyy, Ixwp -
Iguﬁ; oblicza sile wodlug wzoréw /1.38/ dla przekroju otwartego /oczywidcie cwy,
joat w tym.pfzypadku wepdtrzedna wyocinkowg dla przekroju zamknletego, obliczong
zgodnie z wzorem /3.%/. Uwzgledniajac dale) zaleZno8d /3.6/, motna wzér na mo-
ment skrecajacy /p przeksztalcid do postaci

lp = GIppp P = G Tppp ~K)V

gdzle

Ipnp =/h; aF ‘ - /3.10a=0/

K -f?hde = E&z [hpds = 2‘5 A‘-Efl'
F c=l J; = |
[,,p nazywa sig blegunowym momentem bezwtadnoscl wzgledem bleguna P , gad K =
statg skrecania przekroju.

Dla przékrojéw wzdTuznie uzebrowanych przyjmuje sie, %e .powlerzchnia prze-
kroju zeber nie wPIyw; na napre¢zenia styczne. Pole przekroju usgtywnien wzdiui-
nych traktuje sie w obliczeniach jako skupione w odpowiednich punktach linii
drodkowej profilu, a usztywnienia nie wpiywajg na rozkzad napre¢zed styoznych.

viynika stad, %2e w obliczeniach l}mP i K nie uwzglednia sie powierzchni prze-
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kroju usztywnienl wgdruznych.
Niewiadome funkcje okreSla siq na podstawie warunkéw réwnowagi elementu

pr¢eta. Podstawiajge wyrazenie /3.9/ na sity wewnqtrzné do warunkéw réwnowagi

/1.51/ otrzymuje sie

! )

EF wo ' *Eswp U = - Pz
v
E'Ixxgp “El PV =m;*Px
EI ?—)’V ""EI U‘F = m’ +
4y 7p ywP y Py

EIth 'f,” -~ G (J;ThP_K)U’ = "mP
/3.1%ta~-d/

Brakujace réwnania /88 bowiem 4 réwnania 1 5 niewiadomych funkcji/
okresla sie¢ na podstawie zasady prac pri&gotowanych. Rozwada sie element preta
obclazony sitami wewng trznymi w przekrojach granioznych z-const « z+dz=const
/rys. 3.1/. Zewngtrzne oboigZenia tworza skXadowe: P, /rzut na kierunek 081
Prgta/, ;% /rzut na kierunek stycezny do linii Srodkowej profilu/ 1 j%? /fﬁut
na kisrunek normalny do powierzchni Srodkowe]/.

Praca 8l zewngtrznych na przemieszczeniu preygotowanym We=uw,, ktére od-
powlada stanowi przemieszcgzerl uogdélnionych UV = -{, ggodnie z wzorem /3.2/ na

Jednostke dXugodci preta, wynosi

5“5“-’:9’-7”‘"*?53 Wpas /3.12/
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Odpowladajaca praca sit wewng¢trznych sprowadza sie do pracy sii atycznych

/T(de
gdzie j: Jest odksztaXceniem postaciowym wywotanym przemieszczenlem W= w
Uwzgledniajac, 2Ze "?5%5 oraz zalesnosé /3.5/, otrzymuje sie
" ow _ dwp _ B
['1@5 ds =~ Wp=hp-t
oraz |
F

Dla zaZozonsgo przemieszczenia.cxk, musi by¢ speXniony warunek, 2e praca sit

zewvngtrznych rdéwna Jest przyrostowi pracy odksztatcenia, tJj.

f:;'wpaﬁ - [ TepdF « [ pepds =0 /3.14/

r )
Przexz podstawienie zalezno$ci /3.7/ na naprezenia normalne i /3.8/ na.napreze-

nia styczne do réwnania /3.14/ otrzymuje sie ostateocznie

nm

1 ¢l '
_G(Ihhp “K)(??’“ Z)')="anp /3:15/

W wyprowadzenlu powyZszego rdéwnania mosna wyréZnié nastepujgce etapy:
Zgodnle z wzorem /3.6/ otrzymuje sie:

[ &2 dF =/’(h T )%dF = [(R2dF - 2 [h.Tdr %2dﬁ
f p P [P {P "'[

lub. /po uwzglednieniu wyrazed /3,10b-g/

%z kolel mozna udowodnié, %e
_ .
f%‘fdr =22 Aig; =K
(=1

F
stad ostatecznle otrzymuje sie

« 2

2 réwnania /3.11d/ wynika bezpodrednio zaleznosd

. Tppp m
] g2 *
R Y TS /3167
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2 rdwnan /3,11a~c/ Yatwo mo2na wyeliminowad U wykorzystujac zaleznodé /3,.16/.
W celu wyeliminowania V' 2z réwnania /3.11a/ nalezy réwnanie to dwukrotnie zrés-
niczkowal stronami wzgledem z , zad rdwnenie /3.15/ jednokrotnie i wyelimino-
wad U 1 v korzyetajge z wyraZenia /3.16/.

W przypadku prazeizroju monosymetrycznago nalezy wziagé pod uwage, 2e

"S;ZUP Y ' thjp =0

jezeli punkt P  le2y na osi symetril przekroju. Wéwczas rdéwnania rézniczkowe:

znacznie 8i¢ upraszczaja, podobnie jak w przypadku pretéw o przekroju otwartym.

Po wyeliminowaniu U otrzymuje sie naﬂtqpujqcy ukiad rdéwnan
EFw, =0

- v ' E
tFX)(gp N FPEIXMP (f = PX -f'fp 'Emp

'
“lyy e = py /3.17a=a/

EI&JL-JP m;’
Gl pnp

IV v M
E]wa 5p * Folliowp ¥ h Gky =

W powyizzych réwnaniach zaXoZono doaatkowo, ze brak Jjest obcigzed osiowych roz-

rezonych na powlerzchni 5rodkawej preta, ti. F& = 0™ oraz wprowadzono hezwy-

miarowy wspéeczynnik f;j>1

I
T 1318/
Lewe strony réwnad /3.17/ maja identyczng postaé jak rdwnania /1.42/, a dla
prgtéw o otwartym przekroiu ré2niq sie jedynie pojawianiem.sie"wspélczynnika
PP PTZY g?" w réwnaniu /3.17b/ oraz przy (Jo“’ w réwnaniu /3.174/.
W przypadku, gdy biegun P pokrywa sie ze Srodkien gcinania przekroju D
réownania /3.17v/ 4 /3,17d/ staja slg¢ niezaleZne, gdy3 wteciy I.o=0 /% defini-

c¢ji d$rodka Seinaenia/.

Rownanie skrecania ma wéwczas postad

v ) E I
E{FIS?Q)? *GK‘P D - ——-—-(Gf}ﬂ;?) .D ) /3#19/

Gdy inﬁensywnoéé.momentéw'squcajqcych Jest staXa, badZ liniowo zmisnna, to

réwnieZ prawa strona réwnania /3.19/:ma.1dentycznq postaé jak w rdéwnaniu dla

prgta o przekroju otwartym
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EIS ' - Gk "= mp - 320/

5¢ 8¢

e €}
F Iy

funkcig U rozkiedu deplanacji w mosna wyrazié przez kat skrecenia ¢
preta. 2 rvéwnania /3.15/ otrzymuje sie /w przypadku, gdy punkt P pokrywa sie

ga Srodkiem dcinania D/

J ET
2% z
. + - -
v=y G(1,-k) Y

2 powyzozego wyraienla moZna wyeliminowad 717” wykorgystujac réwnanie /3.11d/,

po zrdéZniczkowanin wzgledem =z

; 1 )i) 1 4 ’ | /3 21/
U= + = + - — T3 M | ¢

gdzie

2 Slpp 2 GIy -k)
'LI- E{%ﬂ oraz krf EZEQ /34;22/
W rozpalrywenym przypa@ku /gdy punkt P pokrywa sle ;".e srodkiem écinania
przelkroju U/ moment skrecajacy T 1 bimoment Mo oblicza sie wedlug wzordw

T«/ThdF=GIhhso’-G(rhh-K)v | /3423/

F
QYXLY%

Mg, =£<5'52 AF = ~EIpo V /5.24/

Biorgc pod uwagg zaleznodcd /3.16/ 1 /3.21/ mo2na wyeliminowed 7V i U ¢ pO~
wyzszych wzordw

[

!
e H N o } 77} ' '
F=Gky 51529()0”__7452__ /3.25/
H
oras
- - & l“{_ m.D '
Mg =-tlge¥ -5 /3.26/

Naprgzenia styczne 7 1 normalne 6 mo2na przedstawié w zaleznoSci od momentu
skrecajgcego 1 bimomentu,podobnie jak napresenia dla pretéw o przekroju otwar-
tym- y/ réwnaﬁ/3116, 31219 3-7' 3-8/ wynikajﬂ naﬂtqpujﬂce zaleznosci

0

=.—"‘“-"- ) _52 o ')
T LG(]O - Ih.h_K (EIRQ? -+ —J-;;; /3;27/

O = - P E&DHSP -Z' '_Ihh_/?'_ 52 | /3.28/
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Uwzglednlajae réwnanle /3.26/ moina wzér /3.28/ na naprezienia normalne prze-

kosztateld do peastaci

M | - | ,
¢y = ""‘I".“‘“'S"z" 5? /3#29/
12321

Moment skrecajacy 7 mo2na przedstawld v postaci sumy dwéch sk¥adnikdwi

momentu czystego sloecania

T, = GKy' N /3.30/

oraz momentu gie¢tno-gikryinego

o Imr
Tg=-Elgg@” rﬂ | /3.31/
Uwzgledniajgoc poewyZsgze B&leﬁnoéci, mazenie_ /3.27/ mogna przeksztalcié do po-

staci

5 = 52 |
T = "'A";"'I + Tj? ""1:;:“}( ~ | /3132/

Poréwnujac zaleznoscl /2.4/ 1 /3.27/ moéna stwierdzié, e plerwszy skXadnik
‘wzoru /3.32/ okreéle styczne napresenia od czystego skrecania. |

T.s'

TS *"'G\f”? = "'kf“"f . - - /3.33/

Drugi skXadnik wzoru /3.32/ wyraZa napreenia atj'czna Ly ¢+ BWigzano e skrepo-
wanym skrecaniem

, $2 - |
TW#T_G? Ihh.._K | ' /3&34/
Nale2y podkreslié, Ze funkcja
2
Ihh-K

rozktadu naprezend stycgnych [,, otrzymana zostaXa w wyniku zaZofenla o rogkia-
dzle deplanacji, przythego na wstepie niniejszego rozdziaiu. Przyjmuje sie

jJednak, %e rozkiad naprg¢gen styecznych 7, = %‘1’ jest zgodny s formmg /2.28/,
natomiast 7, oblieza sig wedtug wzoru /3.31/.



4. ZASTOSOWANIE METODY MACIERZY PRZE ISCIA
i) UBLICZEN WYTRZYMALOSCI OGOLNF I KADLUBA

Kadiub statiu Jest rozpatrywany Jjako clenkoscienna baika 0 zmienaym przo-
kroju, reprezent@w&na.przez pewng liczbe elementidw o staXym przekroju /rys. 4.1/
Prezyjmjas warunii ciggtodci przemieszoger & réwnowegi 8il wewngtranych w prze-
krojach migdzy ¢lementami /macierz preejscia przesz przekyd3/, odpowiednie réw-
nania rézniczkowe mogn byé rozwigzane dla kaz2dego elementu tak, Jak réwnania
dla belki o staXywm przekroju /maciersz przejécia przeg element/; Przy zastoaowa-
niu komputera, weitoda macierzy przejscia jest efektywnym i ekonomicznym sposcbom

obliczania wytrzymatoSci ogélnej kadIuba statlu.

+

X ’49 NSy ' N

S~

Rys, 4,1

Dalej bgdzie =sie zakZadad, Ze konetrukeja kadXuba jest gymetryczna wzglew
deis pdaszczyzny dlametralnej. Wynika 8tgd, 2%e dla kadXuba o zmi&nnym.praakrojd
zginanie piorowe moﬁnairozpatrywaé niezaleZnie od skrecania i zginania.pnprzacﬂu
nego, ktére sg sprzesone /ze wzgledu na to, Ze Srodkl écinania.przekrajGW'nie
le2q na jednej prostej/. |

Przy wyprowadgzeniu macierzy przejécia przez element zakrada sie, 29 poczg~
tel ukitadn wspélrzqdnych..X,g; lezy w srodiku cieskosel prezekroju G , zad prze-
miesgzczenia okreSlone sq wzgledem Srodka Scinania przekroju-ﬁf,_ktéry jest Srod-
klem skrgcarnia elementu /rys. 4.2/. Obclasenia zewnetrzne s3 sprowadzone do
Srodka Scinania przekroju, W takim przypadku skrecanie elementu mozna rozpatry-
waé niezaleZnie od zginania /réwnanie 3.20/. W obliczeniach odksztatcer od zgl--
naniabﬁwzglqdniono dodatkqw? Scinanie elementu, Przyjmjac dodétnie zwrotly siz
1 przemieszezer, zgodnie z rys. 4.2 1 4.3 /dodatni kat skrecenia jest zgodny
z ruchem wskazdéwek zegara, dla obserwatora patrzaocego w kierunku dodatnim osi z/,

otrzymuje sie nastepujace zaleznoécl dia.silwewnqtrznych 1 przemieszczen ele-



méentu kadfuba 0 numerze N

orag

gizie:
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aq, e

dz *

igﬁ’_. = -~ D (Z2)

dz v

dM{ I

dz 8

ifﬁ_ - —Q

dz y

d
‘ E;(TS'FTR)E"‘M (z]

szlywnos¢ zginanla w paszczyZnie

X&

sztywnosé zginania w pZaszezyinie yz

sztywnosé ze wzgledu na Scinanie w pfaszozyZnie xz
sztywnoéé ze wzgledu na Scinanie w praszezyinie Yz

8ztywno§é przy csystym skrgcaniu

sztywnos¢ gietno-skretna

/b ame/
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5 GIM |  Tay
Kion = g1 NN T
| fr; 7874 hh

08 Arodkéw dcinanis

Rys., 4.2
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We wzorach /4.2a=-g/ M, 1 M'y oznacza momenty zginajgce dziakajace
w ptaszczyZnie xz 1 yz , a Q, 1 Qy - 812y poprzeczne w plaszczyinie xz
i yz. £ oraz 7 oznacza przemieszczenla srodka scinania przekroju elementu
w kierunku osi x oraz y ,zas ¥ 1 X obroty przekroju w praswczyinie xz
'i yz « ¢ Jest katem skrgcenia przekroju elementu wggledem sSrodka Scinania D,
Indeks n oznacza numer elementu kadiuba, zas [, - jego dIugosé. Zaktada sie,
26 obciqteni_a zewhqtrzne, dzlatajgce na element n kadiuba, majg trapezowy roz-

k¥ad i moga byé przyloZzone w dowolnym miejscu na dtugodci elementu n  /rys.4.4/

Rys. 4.4

Zwiazek miedzy parametraml stanu w skrajnych przekrojach elementu o nume-

rze r1  ma postald
, ‘
- E x5 /4.3/

gdzie F, Jest bezwymiarowg macierszg przejécia przez element o numerze n

!Kg 0 | 0 /kg
F, - 0 K, 0O k4 o /4.4/1
1, 1, //(50 /k?
0 0 Y, f ‘
= n

i

Wwektory stanu, gwiggane z przekrojem 0 numerze n mozna przedstawid w postaci

bezwymlarowe]:

R
R 1 2 3
Xn—f B { X, X, X } / }
& /4.5a=b/
L —e 1 e 3 i W &
= X :
xto=f x', xT,x3 1 }n
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Lo bf‘“f*! | ,Q__—E;_ } /4.63,..3/
ETr, AT
3 - ! g ﬁ:@h Q:I {
X 4 ""f b » R ’ GK* S

W powyzszych wyrazenlach wielkodci oznaczone gwlazdks /» / sq charakterystykami
preekrajn elﬁmentﬁ kadiuba w rejonie srdédokrecein, zasd bF jest szérokeécig to~-
go elementu. Indeksy F 1 L ozraczaja odpowiednio prawg 1 lewz strone prze-
kroju gramieznezo n  /rys. 4.2/, Eiementy macierzy F., zamieszczone sg W za-
ZQCﬁniku A /s, 858/,

4ginanle w piaszzezyznie Yz Jjost niezaleine od skrgcania i zginania
w pXaszczyinie x7 , z uwagi na zafozong symeirie konstrukeli kadzuba wzgledam

P

P

aszczyzny diamelralnej statlu. Warunk!i eclag¥odcl przemieszezod i réwnowagi

g1t woewnetrznyech w kadiubie, w proekrojuch miedzy elenentami mozna zapicad w po=-

stacl
® L
T
.-';? L
X, = Xn
R . — /417&?"3/
Qg,ﬂ - Qg,n _Og,n '
Myn= M,

Py

gdzie Qéﬁn Jest skupiorg siig zewngirzng dzlatajacg w kierunku Yy Przyiozong
W przekroju o numerze n ,

Zginanie poprzeczne i skrecanie 83 sprzg¢ione ze wzgledu na to, Ze poXoZe-
rie osil srodkéw Scinaniz 'jest na 020 r62ne dla elementdw 2 praweﬁ i lewe]

girony rozpatrywansgo przekroju /rys. 4.5/.'

7
potozZenie srodka écinaniaHEE

Rys. 4.5
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Warunki cie,gloéci przemiesgogen 1 rdéwnowagl sit wewnetrznych z lewej 1 z prawej
Etrony przekroju granicznego o numerze n , obowlgzujg wzgledem dowolnej osl od~"
hiesienia. wspdlnej dla catego kadiudba, Wyblerajgc np. o8 cdniesienia przecho~
dzacy przez punkt P na wysokodci pXaszozyzny podstawowel /rys. 4.2/ otrzymuje
sle¢ nestgpujace zalegnoscl dla przemieszozer 1 six wewnetrznych £ lewe3

i 2z prawe] strony przekroju n :

&;P,n B gp,n
ME o =M Mop =
wpn ~Mopn  gazie Myp =[w,6dr
F
Kk L
TP,n - TP,n

Blorge pod uwagg wzory na transformacje przemleszczer /1.4/ 1 pél wyoinkowych

/1.60/, przy zmianie pofoienia osi odniesienia, moina powyzsze réwnania przed-
¥
etawlé w postaci TOEWiHi%ﬁﬁjﬂ//

-

N L L
gn - gﬂ - an (en+f ““E’n)

R b L
M.Q,n ) Mﬂ,n " x,n(eﬂﬁ ~en) _/4.83.-0/
R gk L
7” - T” N Qx,n (en+f “epn)

W powyzszych réwnaniach wielkosci 2z indeksem K okreslaja ocdpowlednie parametiry.
elementu n+1 w przekroju z=0 , obliczone wzglqdém 081 odnliesienia przéoho-
dzgce] przez srodek scinania tego elementu. Wielkodcli 2z indeksem [ okresliajag
paramelry elementu rn w przekroju 2z =(, , obliczone wzgledem Srodka:$cinania

elementu rn , Dla pozostaiych parametréw w przekroju n przyjmuje sle nastepujg-

ce warunki ciggosci i rdwnowagl:

o - f

fn = Fr

ANV /4.84<h/
MXR,n - M::,n

R L poy

Qe,n = Ux,n ~Qx,n

e

ey

wyprowadzenle zaleznoscl /4.8/ zamieszczono w zatgczniku B,
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gizie /podobnie jak przy zginaniu plonowym/ W, Jest zewngtrzng sils skupio-

ng, preyloZzonn w praekrodu n .

C 4 g . . . ]
R 3 B TR A 3 o<

> 4] YTy przskrojéw poprzecznych elementdw lewajJi prawe] strony
TRXRLHLALHHED prrekTo ju réznia sie zdecydowanie /np. w przypadku przedstawio-
nym va rysunku 4,5/, to réwniesz wspdirzedne wycinkowe 82 (5) maja rézng wiel-

koS¢ 1 rozk¥ad pe obu stronach tege przekroju. Aby otrzymad mozliwie najlepsze

speinienie warunku ciagZzosdei od deplanacji /rys. 4.6/ w przekroju granicznym,

zaktada ale, Ze jeden element kadluba moze przemleszczad 8l¢ wzgledem drugiego

Jako ciaXe sztywne 1 funkcija 27/(z) mo2e by¢é nilecilagYa w przekro ju granicznym

Z =Zf » jﬂ
V(z}) = xv(zy) - /4.9/

ot Jest wspéiczynnikiem'ci%gloéci deplanacji

§rodek Scinania

2 ] +1 &vrodek
. Scina~-
nia
Rys. 4.6

NapreZenlia normalne przy skrepowanymlskrecaniu 84 2wigzane zhbimomentem
zgodnie z formuka /3.29/

| Mo (z)
G(z,5) = =20 6
Too (S)

W rozPatrywanjm,przypadku ciggrosé napredend w kazdym punkcie ﬁrzekroju granicz-

nego 2 =z, nie moze byé zachowvana /ze wzgledu na résny rozkrad i wielkosd

wapétrzednych wycinkowyeh $2(s5) po obu stronach tego przekroju/. MoZna jednak

spedni¢ warunek ciasgrodei napre¢zen "w srednin" przyrownujac prace wykonana przez

napre¢zenia na przemieszezeniu przygotowanym vV =¥ (Z,) dla obu Przekrojow.
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(Jff&‘-o'dm’? - (fu"?@’dF)L
F F

Uwzglednlajac, ze :v{}Rmo('L? Lo otrzymuje sie:

W celu okredlenia wspékczynnika o , dla ktérego bedzie speiniony intfegral-
ny warunek ciggosScl deplanac)i, przyjmuje sie nastepujace zatozenias
I/ dodatkowe napreZenia A G(S) , nlezbedne dla zapewnienlia cilagodci deplanacii

"w 8rednim" w przekroju z =2z, , s3 lokalne i nis wprywaja na napresenia

1
1 deforamccje, poza matym rejonem w poblizu nieciagrodel przekroju:

11/ naprezenia AG(S) sa wprost propo;ccjonalne do luki powstate] wekutek réZne-
go rozktadu i wielkoscl deplanacji w dla obu elementoiw,

Naprezenia A6  mogg by¢é lokalne, poniewaz ich rozkXtad rézni sie od rozkradu

naprezen o obu elementéw sgsiednich., '

WspéXezynnik clagtosel deplanacji o oblicza sie praktycznie wediug wzorum */

x /221 /4.11/
Iaq(z})

Uwzgledniajae powyzsze rozwazania, mozZna podaé dla dowolnego przekroju

nastepujagce warunki ciagioscl przemieszczen i sil uogélnionych:

L L

F .

K
gn o gn - \fﬂ (Eﬁ+f “eﬁ)

R __' L
v, = ¥,

F . L
My n = My n

/4.123~f/

R L
n =%
E =

*/ Wyprowadzenle zamieszczono w zaXaczniku C.,
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R 1 L L _ Y
MQ,FJ =C:;1 Mﬂ:n i Mx*’n (€n+, €n) Mﬂﬂ" |
R L L - /4,12g,h/
T =Tg +an(en+1"en)“7_n

gdzle symbole oznaczone pozioms kreska u géry oznaczajg odpowiednie skupione
obcigZenia zewnetrzne w przekroju n . |
warunki te réznia sie od podanych w pracy [6] Jedynie tym, %e zamiast po-
chodnej kata skrecenia 9? wystepuje wspélczynhik deplanacji vV /zgodnie
¢z teorig podang w rozdziale 3/. Nalezy podkres$lié, Ze nawet w przypadku bralku
momentu zginajacego / M.=0/ pojawiajg sie przemieszczenia poziome & &rod-
kéw scinania elementdéw, ze wzgledu na warunek /4.12a/. W przypadku braku obecig-
s2ert skrecajacych / T”WI/ . pojawiahsig bimoment /a zatem i kat skrecenia/ gze
wzgledu na warunek /4.12g/.
Warunki ciggiosci i réwnowagi /4.12/ mozna przedstawié w postaci bezwynia- .

rowe

X, = P x*

3
3

/4.13/

Bezwymiarowa naciersz /Pn przejscia przez przekrdj n | zamieszczona Jest w ga-

faczniku D.

Przyjmije sic nastepujace warunki brzegowe dla kadXuba statlu:

Przekrdé; rufowyl Przekré}] dziobowy
1/ & =0 ' 11/ 1 =0
2/ n =0 12/ Mgo=Mg
3/ ¢y =0
4/ P = ()
5/ Q,=-Q
g /4.14/
6/ Qgr_-Qg
7/ M.=0
8/ M9=0

Latwo ustalié zwiqzek migedzy wektorami stanu w przekrojach koncowych kad-

R
tuba. Oznaczajac przez XA" Xo wektor stanu dla przekroju rufowego /n=0/
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speiniajgcy warunki brzegowe od 1 do 10 oraz przegz X - =Xy wektor stanu dla
przekroju dzlobowego /N = liczbie elementdw kadXIuba /e epeiniajgcy warunki

rzegowe 11, 12, otrzymuje sie rdéwnanie

X\; i FN {IPN-1,FN—4} {’PZ IFZ} {IF; F,}X:
l1ub w postaci

X, 7 FX, /4.15/

gdzie
Fo FN)’]PN-‘! FN~13""’{@F2} {‘B F‘»’} /4.16/

Jeat maclerzg przejscia dla catego kadtuba. 2 rdwnania /4.15/ oblicza sie nie-
wiadome elementy wektordéw staznu )KF. i X, w przekroju dziobowym i rufowyn.
Nastepnie mozna obliczyé przemieszczenia 1 sily wewnetrzne w przekroju z elemenw

tu kadtuba o numerze |
L
X (z)=ﬁ-(z){ﬁ-_,ﬁ_4}.... [BER] [FF] X, /4.17/

snajac sity wewneirzne 1 odpowiednie charakterystyki przekroju elementu
mozna obliczy¢ napreZenia. Naprezenia normalne & i styczne T 83 algebraioczng
sumg nasigpujgeych naprezed skradowych:

O,,04y od zginania w pXaszczyinle pionowej i poziomej
T;,Ih- od écinania w piaszczyinlie plonowe] i poziome]
(¢ od czystego skrccania

o, , T, od skrepowanego skrecania.

r

Przedstawiony w niniejszej pracy algorftm moze bydé reélizowany wyZtacznie
w oparciu o duzg maszyne liczgca. W Odrodku Mechaniki Konstrukcji Okretu Centrum
Techniki Okrq¢towe] jest opracowywany odpowiedni program obliczeniowy, ktéry za-
pewniajace niezbgdns dok*adnosé wynikéw wymagad bgdzie znacznie mniejszego nakra-

du pracy niZz bezposrednie modelowanie problemu ogélna metodg elementdédw skoriczo-

nych.'
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sleconty blokowe] maclerzy K, przejdcia przez element kadfuba o numerze m
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K (z) = | |
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0 - GK shkz ch Kz Shkz
GK™  kpb" k?b"‘
0 0 0 1 |




I
=
2.
o
N
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)k, (zt) dla sz St

( fkg(zwf:._,)”/kg(zwtzi)d{a fe-‘:{—z

anslcgicznie dla lk},_(?-'] ( Ik,f,(z)

gdzieﬁ
() .
k *‘—"V:GK - Ap - Po, =P
(n) | y
el 7 a
I/ -p -
f = ﬁ?}%—-—KW APX PZx Pt
hh
| A = m, ~ m,
tﬁcifz. okredlajs poloZenie obcigienia trapezowego przyiodonego do rog-
patrywanego elementu o numerze N /rys. 4.4/,
- -
; -(Z'“-?{'g)q_ 5 + Z“tf AP . ﬁ(:l":'tf)z‘(3p 4 Z“tfi A
_ HOEI‘;;J&,*( Pfg t,~t i Gﬁg")b* Ty 62.-&! P‘_—j) |
| ‘, |
!
| 7 3
(Z-fi) . 4 + Z‘“fj &
l 245;&3) ( Py T b, Fy )
#(g('z £,) =
2
b (z~t ) Z-ty n
GET™, (3P * 5,7 Py
| L2 z-t
- == 2pn, + ==L Anp
ZCA% g T LS Py
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: X X ' |
| _
|
|
) (4p o+ Elap
; 24ET( ! X t,-t, I'x
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EEEa S e %i@gl?éﬁi prrosleszezen 1 rdwnowagi sl wewnetrznych z lewej 1 z pravwa)
BUOnY PrZoKYoln Zranlcsnagoe ¢ nNumerze N
Preenicszezenia poziome punktu P /rys. 4.2/ moZna uzale2nié od przemieszezeld

il
]

pGEiomyen §§ drodke scinania D zgodnie =z formulg /1.4/.

ruy

Praoyefwnuiac przemleszosenla posiome punktu P 2z lewe] 1 z prawe] strony rrezs-

wrodn 10 otrzymmje sle

L 5
‘sn * kJOr] Eh - En M LfJﬂ en+4

eltady
K L , |
£t o= B ~
En =80 T, (Enr1 " Cn
. "“E" ' E: - : ” a2 ' =
gdule E‘;P A Jest prmemieszcgzenisk srodim fcvivanla elementn z Jewed 1 2 vra.-

wej strony przekroju n

&

& ,€,4.7 wBpdlIrzedna drodke Scinanisz elementu g lewel 1 z prawej atrcay

przekroju n

Bimoment wzgledem bieguna w punkcie P oblieza 8lg 2z definicll wg wzoru

M[_L;}D :fﬁ"” C«)PG’F

-

Riorae pod uwage zaleznodé /1.30/ otrzymaje sie

Mwp = EImeE”“EIwa 30”

uwzgiedniajac dale], Ze zgodnle gz prawem transformacji pél wycinkowych /1.60/

cbowigzuje
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aras oe podatawle /1.4/

o !

ép - %M o U

poe wrostyeh przaeksztafcenlash otreymuje ale

ﬁfmp """"'*JWS? ”"E’Mx.

| - | N
Mo = [62dF =~-Elqq
F

- * 31
M)( _[SXQF#FEI}(KE

rorownuize bimoment M ,p zZ lewe) 1 z prawe] strony przekroju n otrzymuje sie

R

Mﬁ?jn B enMXrn - Mﬂ,n “en"" Mx;n
atgd MP ) MI-' ' e ) y
R, &2 (Sn+1 € ) X,

L R |
givle Mo oraz MS? n Jest bimomentem dla bieguna w srodku Scinania elementu

% iewe] L z prawe] strony przekroju n, M X0 Jjest momeﬁtem zginajgcym W pPreé-
k¥rein,

rrzyjmujace dodatnie zwroty siz wewnqtrﬁnjch jak na rys, 1,9 mozna ugzales-
nld woment skrecalacy Tp wzgledem punktu P od momentu skrecajgcego wzgledem

srodita Seinania D
In =T -e Q

Przyréwnujgc moment skrecajacy Tp z lewa) 1 z prawej strony przekroju

nirgymile sie

ikad

gdzie T A Tff Jest momentem skrecajgcym wzgledem drodka Scinania elementu

2 lewe] 1 prawe] stirony przekroju r |, Ox n 468t sitg poprzeczng w przekroju n.
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fazaconlk C

wWapstoeyualk clggrosel deplanac)i ¢

Zgodnie 7 zaYogeniem II /str. 55/ dodatkowe napresenia A G(s) moga byé

nrzedstawicone w postacl

AG(5) ==c(wp(5) - wh(s)) | /1/

AE stanowisa uktad samogrdwnowaZony, gdy praca wykonana na przemieszczeniach

przygotowanych /odpowiadajacych rzeczywistym stopniom swobody/ jest réwna zeru

1/ fA S/{wR +wht)dgFep

2/ f&@"dF -0

[I1/

3/ deﬁxdF = (]

r

4/ él@@ﬂiF-=0

J

gdzle £ jesst powlerzchnlg wapélm' dla obu przekrojow,

’reowieszezenia wzdiuine obu przekrojéw sg okredlone wzgledem ptaszczyzny prze-

xrodun z iewal strony.
whis) = Ut R
WR(.S} — _sz{D{ 52;?(5)+.;4)(+BI:/+C) /III/

Przeomleszczenla wzdiuZne przekroju z prawe] strony zawieraja przemleszczenia
przekroju jako clata sztywnego wzgledem pXaszezyzny odniesienia. Po podstawie-
niw /I/ 1 /I11/ do /I1/ i uwzglednieniu, Ze of y Jest osig symetrii dla obu

przekrojow, a o8 x przechodzi przez srodek ciezkodci powierzchni wspélne;j F
otrzynuje sie '

OraZ
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gdzle , . o
- . [ = | dF
Io. / xdf; Ig f§> x
, F- [:
Iy, = [ x2dF
'y

Na podstawie warunku /1/ otreymuje sig

‘JEP(M"P)‘?(ZF “’/‘(WLJZCIF
) a
lub po podstawieniu odpowlednich zale#nodcl za w L‘, w R , A

F_/IL?
b - Uax

o = R

otrzymuje sie ebta—
tecznle

IR (IX. )
22 " L

gdzle wprowadsonq nowe oznaczenie
= /(52")20.'!-' ; I;;Q "’[(ﬂn)?df-'

GAyby caa:kwanie odbywato sie po carym prmkro;}u,np. g lewej strony, wéwozas
byioby

2 definicji érodka Scinania przekroju.

/ ' | | | :
W wigkszodel przypadkdéw znika Ij?x lub I;x' « ¥ kazdym razie sg to na ogét

wielkosci maze, Pomijajae Jje otrzymuje 8le¢ wsér przyblitony
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